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Resumen

En un flujo turbulento la intermitencia esté relacionada con la presen-
cia de estructuras localizadas en distintas escalas. La proximidad o lejania
de dichas estructuras puede llevar a rapidas variaciones en las derivadas del
campo, y también a rapidos cambios de signo. En este trabajo, para poder
estudiar la variacion en el signo de una magnitud en distintas escalas en un
flujo turbulento rotante utilizamos el exponente de cancelacion. Utilizamos
datos del campo de velocidad provistos por simulaciones numéricas directas
con dos tipos de mecanismos forzados distintos: Arnold-Beltrami-Childress
(ABC) y de Taylor-Green (TG), con resoluciones espaciales lineales de 256,
512 y 1536 puntos de grilla, con niimeros de Reynolds entre 1100 y 5100 y
nimeros de Rossby entre 0,06 y 10. El calculo del exponente de cancelacion
para las tres componentes cartesianas del campo de velocidad y de la vorti-
cidad, y para la helicidad se realiz6 usando un codigo paralelo desarrollado
para este trabajo.

En las simulaciones donde la rotacion es nula o despreciable encontramos
que el rango en el cual las componentes del campo de velocidad y vorticidad
satisfacen una ley de potencias es pequeno comparado con el rango en el cual
el espectro de energia es compatible con un rango inercial, por lo que no
podemos decir que sean singular de signo. Por otro lado, en las simulaciones
con rotacion observamos una ley de escalas en la componente vertical del
campo de velocidad y vorticidad, y comprobamos que sus leyes de escala
son las mismas. Encontramos que la helicidad también satisface una ley de
escalas para las simulaciones con y sin rotacion; este resultado condice con
el hecho de que la helicidad se conserva en el rango inercial y en el limite
Re — oo es un invariante de las ecuaciones de movimiento.

Considerando las simetrias de los flujos rotantes calculamos el exponente
de cancelacion para la componente vertical del campo de velocidad y vortici-
dad promediadas en la direccion paralela al eje de rotacion. Observamos que
para todas las simulaciones el valor del exponente de cancelacion coincide con
los obtenidos para las componentes en volumen, y es nuevamente el mismo
para la velocidad y la vorticidad. Esto puede explicarse considerando que en
presencia de rotacion, el flujo se vuelve fuertemente anisétropo, y en el limite
de rotacion fuerte las componentes verticales de la velocidad y la vorticidad
son advectadas como escalares pasivos.
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Capitulo 1

Introduccion

La dindmica de los fluidos incompresibles estid descripta en forma com-
pleta por la ecuacion de Navier-Stokes [21], en la cual compiten e interactuan
procesos producidos por interacciones no-lineales, friccion interna, forzantes
externos y condiciones de borde. El comportamiento del flujo sera tan di-
verso como las diferentes formas en que se combinen los procesos naturales
intrinsicos de la dinamica del fluido.

En particular, el estado turbulento, resultado del predominio de las in-
teracciones no-lineales frente a la disipacion viscosa, puede observarse en
abundantes formas en la naturaleza, como por ejemplo en flujos geofisicos
y astrofisicos. La razon entre la amplitud de estos dos procesos es descripta
a través del nimero de Reynolds, el cual puede tomar valores tan grandes
como Re =~ 10® o mayor en la atmosfera y en los océanos [58], y Re =~ 1012
o mayor en flujos astrofisicos [56]. Estos fenomenos todavia no pueden ser
simulados completamente por medio de simulaciones numéricas directas de-
bido a la capacidad limitada de poder de calculo de las supercomputadoras
actuales [32]. Por lo cual se busca identificar caracteristicas estadisticas del
flujo turbulento a través de dos propiedades que lo definen: las leyes de escala
y la intermitencia.

En un flujo turbulento, cantidades como la energia, la enstrofia y la he-
licidad suelen caracterizarse con espectros (o funciones de correlacion) que
siguen leyes de potencia. Asi, ciertas magnitudes estadisticas del flujo son
las mismas para diferentes longuitudes de interés, salvo por un factor de es-
cala. Esto nos da la posibilidad de comprender procesos en rangos de escalas
mayores que las que podemos simular computacionalmente.

Sin embargo, los flujos turbulentos suelen también ser intermitentes [59).
Si un dado momento de la distribucion de probabilidad de la velocidad del
fluido es invariante de escala con un exponente de escala dado, los demas
momentos (en general, de orden mayor) estan caracterizados por exponentes
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de escala que no pueden ser predichos trivialmente a partir del primero. En
términos simples, al observar escalas cada vez mas pequenas, los flujos turbu-
lentos tienen cada vez mas probabilidad de desarrollar eventos muy energéti-
cos localizados espacial y temporalmente. Este aumento de la probabilidad
con la disminucién de la escala resulta en una ruptura de la invariancia de
escala perfecta, y en estadistica no-Guassiana para las fluctuaciones de la
velocidad.

La caracterizacion de estos eventos extremos es una parte importante del
estudio de los flujos turbulentos. Mientras que existen muchas herramientas
para caracterizar la intermitencia en flujos isdtropos y homogéneos (la funcion
de estructura por ejemplo) [19], en flujos anisétropos su estudio se encuentra
menos desarrollado.

Un ejemplo importante de flujos anisétropos estd dado por los flujos
rotantes. Flujos de gran escala en la atmosfera y en los océanos se ven predom-
inantemente afectados por la rotacion de la tierra. La rotacion, ademas, se
presenta en muchos flujos de interés ingenieril [15]. La ruptura de la isotropia
en un flujo a través de la rotacion esta acompanada por un reordenamiento
de la energia y de los campos de velocidad y vorticidad, el cual trataremos
de identificar y explicar en este trabajo.

En esta tésis usaremos el exponente de cancelacion para estudiar las leyes
de escala y la intermitencia en flujos turbulentos. El mismo nos dara infor-
macion sobre las variaciones rapidas en el signo de un campo para escalas
arbitrariamente chicas [55].

La estructura de la tesis es la siguiente. En el capitulo 2 introducimos
fundamentos y nociones béasicas para el entendimiento y descripcion de los
flujos turbulentos, explicando las formas en que se lo caracteriza. Se introduce
brevemente la teoria de Kolmogorov (K41) desde una vision fenomenologi-
ca, se desarrollan sus resultados mas releventes, y se introduce el concepto
de intermitencia, necesario para entender algunas de las limitaciones de la
teoria. Finalmente, presentamos algunas herramientas y extensiones de la
teoria K41 necesarias para entender el comportamiento del caso anisétropo
de la turbulencia en un sistema rotante. En el capitulo 3 describimos las her-
ramientas y los métodos utilizados para la produccion y el andlisis de datos
provenientes de simulaciones numéricas directas. Introducimos el exponente
de cancelacion y el procedimiento usado en esta tesis para el calculo del mis-
mo por medio de procesadores en paralelo. El capitulo 4 estd dedicado a la
exposicion y anélisis de los resultados obtenidos, comparando el exponente de
cancelacion y su ley de escala entre flujos isoétropos y flujos rotantes. Dentro
de este ultimo estudiamos el ordenamiento del flujo y la existencia de leyes
de escala debidas a la rotacion, y constrastamos con la teoria de ondas para
flujos rotantes a través de los campos promediados sobre el eje de rotacion del
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sistema. Finalmente presentamos las conclusiones del trabajo en el capitulo
6.



Capitulo 2

Turbulencia

En este capitulo introducimos conceptos basicos del estudio de la turbu-
lencia que seran ttiles en los capitulos siguientes. Explicaremos los elementos
bésicos de la dindmica de fluidos a través de la ecuacion de Navier-Stokes,
para luego describir la diferencia entre un flujo laminar y uno turbulento
por medio del nimero de Reynolds y la existencia de simetrias en el flujo.
Incluimos la definiciéon de la funcién de estructuras que serd fundamental
al momento de presentar la teoria desarrollada en 1941 por Kolmogorov, la
cual es una pieza fundamental en el entendimiento atual de la turbulencia.
Finalmente, abordamos el caso de la turbulencia en un sistema rotante, que
serd tratado en gran parte de esta tésis.

2.1. Turbulencia isé6tropa y homogénea

El estudio de la dindmica de los fluidos es usualmente abordado desde
la mecénica clasica, es decir, desde la mecanica Newtoniana. Los axiomas
fundacionales de la dinamica de fluidos son las leyes de conservacion. Con-
sideraremos el fluido como un continuo de materia, a pesar de que estos estan
conformados por moléculas. La esencia de la aproximaciéon al continuo yace
en que la velocidad y otras propiedades del flujo puedan ser definidas como
promedios sobre regiones del espacio e intervalos temporales que sean grandes
comparadas con las del movimiento molecular, y pequenas comparadas con
escalas caracteristicas del flujo continuo [6]. Nos interesaremos en los fluidos
cuya razon de deformacion es lineal con respecto al esfuerzo realizado sobre
este, siendo esta relacion definida como la viscosidad, los cuales son llamados
fluidos newtonianos. La ecuacion de Navier-Stokes surge de la conservacion
del momento de un fluido. En particular, para un fluido incompresible y
homogéneo newtoniano es [44]



8tv—|—('v~V)v:uV2v—%+f, (2.1)
V-v=0, (2.2)

donde v es el campo de velocidad, p la presion, f las fuerzas externas y v
la denominada viscosidad cinemética definida como v = % donde p es la
viscocidad dindmica del fluido y p su densidad. El segundo término de la
izquierda en la ecuacuién se denomina término convectivo, mientras que el
primer termino de la derecha corresponde a los esfuerzos viscosos.

La diferencia entre un flujo laminar y uno turbulento estd intimamente
relacionada con la competencia entre el término convectivo y el de esfuerzos
viscosos. Adimensionalizando la ecuacion de Navier-Stokes y escribiendo cada
uno de sus términos a través de escalas caracteristicas L, U y T, podemos
ver que la razon entre los términos convectivo y viscoso es [18],

Re= UL (2.3)

v
que se conoce con el nombre de niimero de Reynolds. El mismo relaciona la
transferencia de momento inercial con la transferencia de momento molecular.

Cuando el nimero de Reynolds es pequeno la viscosidad suaviza los gra-
dientes en la velocidad, es decir, el fluido fluye en capas paralelas sin en-
tremezclarse; a este estado del flujo se lo conoce como laminar. Cuando
el nimero de Reynolds es grande, el movimiento es dominado por las no-
linealidades, generando, entre otras cosas, movimiento en escalas mas pe-
quenas que a su vez generan movimientos en escalas ain mas pequenas.
Debido a que la generacién de movimiento en escalas menores es multiplica-
tiva y cada vez més rapida es que se conoce este proceso como cascada. El
estado estadisticamente estacionario de la turbulencia incluye a la conjuncién
de todas estas escalas [21].

2.1.1. Simetrias y conservacion

Se cree que la ecuacion de Navier-Stokes contiene todas las caracteris-
ticas importantes de la turbulencia. Deberiamos poder obtener entonces a
partir de esta misma todos los comportamientos posibles de un flujo, des-
de el estado laminar hasta el turbulento completamente desarrollado. Para
estudiar los comportamientos intermedios se utiliza como parametro de con-
trol el nimero de Reynolds. Con el fin de ilustrar el desarrolllo de un flujo
turbulento, nos centraremos en un ejemplo en particular [21], el caso de un
flujo externo que incide sobre un cilindro como se muestra en la figura 2.1.

10



Figura 2.1: : Esquema que muestra el efecto de un flujo uniforme al incidir sobre
un cilindro. De arriba hacia abajo y de izquierda a derecha aumenta el nimero
de Reynolds del flujo, evolucionando del estado laminar hasta el de turbulencia
completamente desarrollada. En la figura, x es la direcciéon horizontal, y la vertical
y z la direccién saliente de la hoja

Para numero de Reynolds pequeno, se observa simetria de reflexion espacial
en el flujo respecto a los ejes x e y, e invarianza en el tiempo y traslacional
en el eje z (figura 2.1 (a)). Todas estas simetrias satisfacen la ecuacion de
Navier-Stokes menos la inversion en el eje z; sin embargo, esta se satisface en
la ecuacion de Stokes, cuando se desprecia el término no-lineal de la ecuacion
de Navier-Stokes. Al aumentar la velocidad del flujo incidente (y en conse-
cuencia el nimero de Reynolds), se rompe la simetria en el eje =, lo cual
muestra como empieza a dominar el término no-lineal al aumentar el niimero
de Reynolds. Luego, se rompe la simetria temporal debido a una bifurcacion
de Andronov-Hopf que hace que el flujo se convierta en peridédico en el tiem-
po (figura 2.1 (b)); esto no quiere decir que se rompe la invarianza, sino que
el sistema pasa de tener una invarianza continua a una discreta. De la misma
forma sucede con la simetria en g, que se rompe y se forman los caminos de
Karman; cada medio periodo los remolinos del margen superior seran iguales
a los del margen inferior, como se observa en la figura 2.1 (c¢). No se sabe
para que numero de Reynolds se rompe la simetria en z, pero hay evidencias
numéricas y experimentales que indican que cuando el nimero de Reynolds
excede un valor critico la invarianza se rompe espontaneamente. Luego existe
un umbral para el cual el flujo se hace cadtico en su dependencia temporal y
finalmente, aguas abajo, el flujo presenta un desorden espacial que se conoce
como turbulencia isétropa y homogénea, debido a que estadisticamente su
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aspecto no cambia ante rotaciones y traslaciones (figura 2.1 (d) y (e)). El
flujo turbulento para nimero de Reynolds lo suficientemente grande como
para que las simetrias rotas se vuelvan a recuperar en un sentido estadis-
tico, se llama turbulencia completamente desarrollada [53]. En este trabajo
trataremos siempre con turbulencia completamente desarrollada.

Condiciones de contorno periédicas

Para poder apreciar las simetrias de la ecuacion de Navier-Stokes hay
que explicitar las condiciones de contorno. Una manera de resolver esto en
la teoria es eliminar las condiciones de contorno y considerar que el fluido
llena todo el espacio tridimensional. Sin embargo, esto conlleva a problemas
numéricos, por lo que asumiremos espacialmente condiciones de contorno
periodicas (c.c.p.), esto es [24]:

v(z+nLl,y+mL,z+qL) =v(x,y,2) (2.4)

para todo z, y, z v todo n, m y q entero, donde L es el periodo del dominio
espacial. Asi se podran hacer todos los calculos para x, y, z entre 0 y Ly
finalmente considerar L. — oo cuando sea necesario. A partir de las c.c.p. la
fuerza sobre cualquiera de los contornos se puede trasladar al fluido de la
superficie opuesta, lo que da libertad para eliminar el término de presion en
la ecuacion de Navier-Stokes. La ecuacion de Navier-Stokes se puede escribir
entonces a través de la vorticidad w =V X v como:

Ow =V x (v x w) +vVw, (2.5)

y la vorticidad también es periédica en el dominio.

Leyes de conservacion

El teorema de Noether enuncia que podemos encontrar una magnitud
conservada por cada simetria en un sistema que pueda ser descripto por
medio de una funcion de Lagrange. Las simetrias conocidas de la ecuacion de
Navier-Stokes son: traslacion espacial, traslacion temporal, transformacion
galileana, simetria de paridad, invarianza de rotacién y transformaciéon de
escala [52]. Estas simetrias no son completamente relevantes para nuestro
problema de interés debido a que la ecuacién de Navier-Stokes es disipativa.
Sin embargo se aplican a la ecuacion de Euler (v = 0) y son atiles para poder
comprender las conservaciones globales en el limite de la viscosidad yendo a
cero.
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Veamos como podemos entender estas conservaciones aplicadas a un mag-
nitud arbitraria. Consideremos f(r) como una funcion espacial cualquiera.
El promedio sobre un volumen B; de dimensién caracteristica L sera:

1
=73 .

{f) f(r)dr. (2.6)

Las principales conservaciones conocidas en la ecuacion de Euler son:

m conservacioén del momento

—(v) =0 2.7
= conservacion de la energia
d 1,
{5v) =0, (2.8)
= conservacion de la helicidad
d 1
—(Zv-w) =0. 2.
C(Svw) =0 (29)

A partir de estas magnitudes en el caso de la ecuacion de Navier-Stokes se
puede llegar a las relaciones

d d
‘00 Y- _onm 2.1
dt S Vi) (2.10)

donde

E = <%|v|2>,§2 = <%|w|2>,H = <%v : w>,Hw = <%w -V x w>. (2.11)

También se define la tasa de disipacion de la energia, una magnitud muy
utilizada en turbulencia, como:

d
= —E. 2.12
€=~ (2.12)

Todas estas magnitudes y sus respectivas relaciones de balance son de
gran importancia al momento de caracterizar un flujo.
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2.1.2. Funcidénes de estructura

Para poder describir las propiedades de un flujo turbulento es comuin
utilizar el campo de velocidad del flujo, y en particular los incrementos y
correlaciones espaciales del mismo [33]. Se definen las funciones de incremen-
to de primer orden y de correlacion a dos puntos del campo de velocidad
respectivamente como

v(r,l) =v(r+1) —v(r), (2.13)
C(r,l) =v(r) -v(r+1). (2.14)

El campo de velocidad, estadisticamente, estd completamente descripto
a través de todos los momentos del incremento. En particular suelen consid-
erarse los momentos del incremento longitudinal definidos como

5,0 = ([or.0))") = [+ o) | ey

Se llama a S, la funcién de estructura de orden p. En un flujo turbulento
existe un rango de escalas en los que estas funciones siguen una ley de escalas

S, ~ 15, (2.16)

donde &, son los exponentes de escala [36]. Los exponentes &, son usados para
caracterizar la intermitencia en turbulencia isétropa y homogénea, pero no
son tutiles en flujos anisoétropos.

Es importante notar que algunos de los momentos de los incrementos
longitudinales estan relacionados con el espectro de Fourier de la energia
y su flujo. Esta propiedad es muy ttil debido a la capacidad para poder
cuantificar la cantidad de energia contenida en una escala determinada, es
decir, para cada componente del espectro de Fourier k asociada a una escala
del sistema [ oc 1/k. Utilizando el teorema de la convolucién se puede ver
que el espectro de Fourier de la energia es proporcional a la transformada
Fourier de la funciéon correlacion. Desarrollando la funciéon de estructura de
segundo orden obtenemos

So(l) = (v*(r)) = 2(v(r) - v(r + 1)) + (V*(r + 1)) = —2C(1) +2U?, (2.17)

donde C(l) = (C(ry1)) y U? es la velocidad cuadrética media. Podemos
observar entonces la relacion de la funcion de estructura de segundo orden
y el espectro de energia a través de la funcién de correlacion, la cual es de
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gran importancia, ya que podemos conocer la energia del sistema midiendo
la funcion de estructura de segundo orden del campo de velocidad.

En resumen, conocer el espectro, la funciéon de correlacion, o la funcion
de estructura de segundo orden es de suma importancia para caracterizar las
leyes de escala que sigue el flujo, y por lo tanto para estudiar la turbulencia.

2.2. Teoria de Kolmogorov de 1941

2.2.1. Introduccion

Antes de estudiar los flujos rotantes, conviene considerar la teoria bésica
que describe las leyes de escala que se observan en turbulencia isétropa y
homogénea completamente desarrollada. Esta teoria se basa en los conceptos
de espectros y funciones de estructura descriptos mas arriba, y fue presentada
por Kolmogorov en 1941 [40, 41, 42].

2.2.2. Rango inercial

Para comprender la teoria de 1941 de Kolmogorov, primero debemos re-
stringir el rango de escalas en el cual ésta se cumple. En un flujo turbulento
tenemos tres escalas caracteristicas: la escala de inyeccién de energia del sis-
tema, la escala disipativa, y entre estas dos tenemos el rango inercial, que
es el intervalo que satisface leyes de escala. La forma estricta de definir el
rango inercial es a través de la ley de los 4/5 que veremos méas adelante; sin
embargo el rango inercial se puede comprender desde un sentido més fisico.
Diremos que estamos observando escalas en el rango inercial cuando en el
estado estacionario de un flujo turbulento, desde un punto de vista estadis-
tico, la energia entrante en esa escala es igual a la energia saliente, que es
equivalente a decir que solamente hay interacciones no-lineales en este rango
y por lo tanto el forzado externo y las fuerzas viscosas pueden ser despreci-
adas. Podemos entender entonces al rango inercial como el rango en el cual
los vortices mas grandes excitan vortices mas pequenos, que a su vez exci-
tan otros mas pequenos sin perdida de energia debido a la viscosidad. Esto
lo modela por primera vez Richardson a través del esquema de cascada de
energia que se muestra en la figura 2.2. El modelo de Richardson necesita de
dos fuertes hipotesis: que las interacciones entre escalas sean tnicamente a
nivel local, y que en este rango se cumpla invarianza de escala [60], ambas
hipotesis asumidas luego por la teoria de Kolmogorov.

Considerando la figura 2.2 podemos pensar que los vortices de mayor
tamano seran del orden de la escala integral, es decir, de la escala en la que
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Figura 2.2: : Esquema que muestra la vision de Richardson de la transferencia de
energia a través de las escalas en el rango inercial

se produce la turbulencia, mientras que los mas pequenos seran del tamano
de la escala disipativa. En ausencia de intermitencia y en tres dimensiones,
el ntimero de vortices con tamafio caracteristico [ aumenta como [*", para
asegurar que los vortices pequenos llenen el espacio ocupado por los vortices
mas grandes (n es el nimero de paso en la cascada). La energia introducida
en la escala del forzante es entonces transferida a las escalas mas pequenas
en forma jerarquizada y finalmente removida en la escala disipativa.

Para entender la localidad entre interacciones pensemos en la distorsion
de un vortice de tamano [, que depende fuertemente de la cizalla, es decir,
del gradiente de velocidad. Para escalas caracteristicas [ la cizalla sera

(2.18)

donde v; es la velocidad caracteristica en la escala [. Asumiendo que la ve-
locidad sigue una ley de escalas v; ~ [¢, para a < 1 la cizalla sigue una ley
s; ~ 1®71 con exponente negativo. Esto implica que la cizalla mas pequena
estard concentrada en las escalas mas grandes, es decir, la escala integral,
mientras que la cizalla serd mas grande en las escalas mas chicas, es decir, en
el rango disipativo. La distorsién que sufrird un vortice de tamaio [ respecto
de otro de tamano mayor serd pequena, debido a que la cizalla en escalas
mayores es muy pequena. Por otro lado la distorsion que sentira este vortice
respecto de otros vortices mas pequenos también sera chica, debido a que los
vortices pequenos tendrian que actuar coherentemente sobre el mayor para
poder distorsionarlo efectivamente [21]. Como resultado, si o < 1 se puede es-
perar que solamente los vortices de tamano parecido a nuestro vortice inicial
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puedan deformarlo.

La validez de la hipoétesis de localidad se verifico recientemente en simu-
laciones a nameros de Reynolds altos [68, 32, 31].

En cuanto a la invarianza de escalas podemos decir que ésta sera violada
si los vortices pequenos no ocupan el mismo espacio que los vortices grandes.
Este es efectivamente el caso en los flujos turbulentos, donde la intermitencia
hace que los vortices mas pequenos se concentren y localicen en el espacio y
en el tiempo [45, 28, 46].

2.2.3. Fenomenologia de la turbulencia

Consideremos un vortice de tamano [ que cambia al ser deformado; si t;
es el tiempo de giro del vortice, entonces en ausencia de otro tiempo carac-
teristico es razonable pensar que también es el tiempo de transferencia de su
energia desde [ hacia escalas mas pequenas [21]. Podemos entonces considerar
que el flujo de energia entre escalas Il; serd proporcional a la energia cinética
sobre el tiempo t;, esto es

v: P
I, ~ L+t ~-L 2.19
l tl l 3 ( )

donde v; indica la velocidad tipica asociada a la escala [ (estrictamente
hablando, v; corresponde a Si(l), la funcién de estructura de primer orden,
v? corresponde a Ss(l), etc.). En el rango inercial, donde no hay inyeccion
directa ni disipacion de energia, el flujo de energia debera ser independiente
de [ e igual a la tasa de energia media disipada ¢, es decir, II; ~ €, lo que
implica que la velocidad caracteristica en la escala [ sera

v ~ €VBI3, (2.20)

Esto expresa que el campo de velocidad es un invariante de escala con expo-
nente h = 1/3. Luego, el tiempo caracteristico de un vortice de tamano [ es
t; ~ e /312/3. Notar que estos exponentes son consistentes con la hipotesis
de localidad de interacciones discutida previamente.

Cuando la escala [ se acerca a la escala integral [y, es decir, la escala
de la produccion de la turbulencia, entonces serd vy ~ 61/3l(1)/3, o en forma

3
equivalente € ~ 0.
0

Para obtener la escala mas pequena del rango inercial, veamos que el
tiempo tipico en que la difusién viscosa atenta excitaciones en la escala [ es
l2

4~ -, (2.21)
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el cual tiende a cero con [ mucho més réapido que ¢;. Sin importar que tan pe-
quena sea la viscosidad, la difusion sera relevante por debajo de alguna escala
[42]. Tgualando los dos tiempos obtenemos la escala disipativa de Kolmogorov

n~ (?)1/4. (2.22)

2.2.4. Hipétesis de la teoria

El anéalisis dimensional en la seccion anterior, y los siguientes resultados
que discutiremos, requieren de ciertas hipotesis que conviene explicitar.

Como dijimos anteriormente, Kolmogorov asume que el flujo turbulento
es invariante ante cambios de escalas dentro del rango inercial, lo que significa
que las propiedades de un flujo seran iguales excepto por un factor de escala
en todas las escalas del rango inercial. Esto puede expresarse por la siguiente
ecuacion para las funciones de estructura del campo de velocidad v:

sv(x, \l) = N'sw(x, 1), (2.23)

para todo valor de x y todo valor de los incrementos I y \; pequenos compara-
dos con la escala del forzado, de manera que no se esté tomando el campo de
velocidad fuera del rango inercial. Esta hipotesis equivale a asumir la ausen-
cia de intermitencia, y permite obtener los momentos de cualquier orden S,
conociendo que S; (1) ~ /3113 (ecuacion (2.20)).

Kolmogorov también asume universalidad en los flujos turbulentos. Uni-
versalidad es la independencia que tiene el comportamiento de un flujo tur-
bulento respecto a la forma de inyeccion de energia que este tenga. Esto
puede verse como la invarianza de las leyes de escala respecto a los distintos
mecanismos posibles de forzado.

La ultima hipotesis que utiliza Kolmogorov para desarrollar su teoria es
que un flujo turbulento tiene una tasa de disipacion media € por unidad de
masa finita y distinta de cero atin en limite de la viscosidad yendo a cero.

2.2.5. Ley de los 4/5

La ley de los 4/5 es un resultado de gran relevancia, debido a que es
un resultado exacto para la expresion de la funcion de estructura de tercer
orden del incremento longitudinal de la velocidad. Kolmogorov derivo este
resultado de la ecuacion de Navier-Stokes asumiendo homogenidad, isotropia
y la altima de las hipotesis antes mencionadas [40)].

La ley dice lo siguiente: en el limite de Re — oo, la funcion de estructura
longitudinal de un flujo turbulento homogéneo e isétropo en el rango inercial,
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estd dada en término de la tasa media de disipacion por unidad de masa €
por la expresion

4
([oo(r,1)]%) = el (2.24)
Este resultado sirve de condiciéon de inicio para muchas teorias de tur-
bulencia is6tropa y homogénea ya que es exacto y no trivial. La derivacion
formal de este resultado puede verse en [21|. Sin embargo, en el contexto
de esta tesis, puede verificarse facilmente asumiendo invarianza de escala

tomando el cubo de la ecuacion (2.20), que resulta en v;3 ~ el.

2.2.6. Principales resultados de la teoria de Kolmogorov

Considerando la hipotesis de autosimilaridad de un flujo turbulento isétropo
y homogéneo en el rango inercial, y tomando el resultado para la velocidad
caracteristica en la escala [ (o para la funcion de estructura de primer or-
den) expresado por la ecuacion (2.20), podemos obtener los exponentes de
escala del flujo, o equivalentemente, una ley de escalas para las funciones de
estructura de todos los 6rdenes.

Primero notemos que por isotropia y homogenidad S,(1) = S,(1); luego
como el flujo es autosimilar la funcién de estructura de orden p satisface

(5’1}“(7", )\l)>p = )\ph<5v||(’l", l)>p (2.25)

Luego, como se debe cumplir la ecuacion (2.20), es decir, para la funcion
de estructura de orden p = 1, obtenemos que h = 1/3. Por lo que llegamos
al resultado de que para la funciéon de estructura de orden p

Sy(1) = ((6v(1))P) o 1P/3. (2.26)

Luego, por medio de un anélisis dimensional obtenemos

Sy(1) = Cet31P/3, (2.27)

donde C), es adimensional y para p = 3, C5 = —4/5, el cual es universal
e independiente del flujo considerado por la ley de los 4/5 discutida en la
seccion anterior.

Que la funcién de estructura de segundo orden sea proporcional a [*/3
implica una ley de potencias de k=5/3 para el espectro de energia E(k). En
forma mas precisa,

E(k) oc 3753, (2.28)
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El resultado obtenido por Kolmogorov para F(k) es muy utilizado en el
estudio de flujos turbulentos, siendo una muy buena aproximaciéon para el
espectro de energia en el caso de un flujo is6tropo y homogéneo.

2.2.7. Limitaciones de la teoria de Kolmogorov e inter-
mitencia

A pesar de que la teoria de Kolmogorov predice correctamente algunos
resultados, como el espectro de energia F(k) en el rango inercial y la ley de
los 4/5 (tinicamente este tltimo es un resultado exacto para flujos is6tropos)
la limitacion principal de la teoria de Kolmogorov es la de asumir autosimi-
laridad dentro del rango inercial. Para describir mejor el comportamiento de
un flujo turbulento hay que considerar los efectos de intermitencia en el rango
inercial, que corresponden a desviaciones de la estricta autosimilaridad.

La intermitencia se puede entender entonces como una ruptura de la
invarianza de escalas [4]. Para un flujo autosimilar, independientemente de en
que escalas nos situemos, siempre observariamos, estadisticamente, el mismo
tipo de comportamiento. En un flujo intermitente el resultado de lo que
observemos va a depender de la escala a la que examinemos. En particular,
en un flujo intermitente observamos, a medida que consideramos escalas cada
vez mas pequenas, eventos muy energéticos y localizados en el espacio y el
tiempo con una probabilidad cada vez mayor (comparada con la ocurrencia
esperada para una distribucion Gaussiana) [5]. Cuanto mas intermitente sea
un flujo, menos autosimilar seré.

El hecho de que un flujo turbulento is6tropo y homogéneo no sea autosim-
ilar se refleja en desviaciones de las funciones de estructura de orden p de la
ley esperada ~ [P/3 cada vez mayores a medida que se aumenta el orden [7]

8] .

2.3. Turbulencia rotante

En esta tesis consideramos mayormente flujos rotantes. En un flujo rotante
la ecuacion de momento se ve afectada por el término de Coriolis. La ecuacién
de Navier-Stokes en un sistema de referencia rotante toma la forma

ov+v-Vvo=—-VP -2Q x v+ vV?v + f, (2.29)
V-v=0, (2.30)

donde 2 = 22 es la rotacion del sistema, el segundo término a la derecha cor-
responde a la aceleracion de Coriolis, y la aceleracion centrifuga fue absorbida
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dentro de la presion P = p/p + 3| x x|

La rotacion introduce una direccion privilegiada y rompe la isotropia
del sistema. La anisotropia de los flujos rotantes es de interés en procesos
océanicos y atmosféricos de gran escala 9], que explica fendmenos tales como
los jets atmosfericos [67] [63] y eventos localizados y altamente energéticos
como los entornos de tornados [34]. También es importante para compender
problemas planetarios y estelares [35], y en flujos magnéticos anisotropos [1].

La competencia entre la fuerza de Coriolis y las fuerzas inerciales afectan
el comportamiento del flujo turbulento. La importancia que tiene la rotacion
en la dindmica del flujo es medida a través del nimero de Rossby

Ro= —— (2.31)

donde U y L son, respectivamente, la velocidad y longitud caracteristica
del sistema. El nimero de Rossby es justamente la razon entre la fuerza
de Coriolis y el término no-lineal de la ecuacion (2.29). Para Ro — oo la
rotacion, y por lo tanto el término de Coriolis, se hacen despreciables, y el
flujo turbulento deberia recobrar su isotropia.

En el limite de Ro — 0 (rotacion rapida) se cree que el flujo se vuelve
bidimensional (2D) [23|. Este fenomeno se puede explicar a través de la
teoria de ondas resonantes [66], que considera al campo de velocidad del fluido
como una superposicion de ondas inerciales con alta frecuencia caracteristica,
modulada por vortices con escala temporal lenta. De la teoria no-lineal débil
se deriva una ecuacion promediada para la dindmica en esta escala temporal
lenta [16, 17]. La ecuacion explica la transferencia de energia de las escalas
chicas a las grandes (y de los modos tridimensionales a los bidimensionales)
a través de la resonancia de las interacciones entre triadas de ondas inerciales

[65].

2.3.1. Teoria de ondas resonantes y ecuacién promedio

Adimensionalizando la ecuacion de Navier-Stokes rotante sin forzante ex-
terno a través de las escalas caracteristicas L y U (respectivamente la lon-
guitud y la velocidad) ésta queda expresada en términos de los nimeros de
Reynolds y de Rossby

.2 1 -
DO XD = -VP— 5 x b+ —V20 2.32
O +@w X0 \% Rozxv—l—ReV'v, (2.32)

De aqui en adelante omitiremos el simbolo ~ para las variables adimen-
sionales.
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Para encontrar la soluciéon de la ecuacién de Navier-Stokes en el limite
Ro — 0, mantendremos primero solo el orden dominante, es decir,

2
0,5'0 —+ E% X v =0. (233)

Bajo esta aproximacion simplificada, la solucion esta dada por la super-
posicion de ondas helicoidales [66]

v(@,t) =Y Y ay(k,t)hy(k)e*?, (2.34)

k s==%1

donde hy(k) son los modos de helicidad, definidos como autofunciones or-
togonales del operador rotor, satisfaciendo ik x hy = s|khg| con s = £1. En
el espacio de Fourier el campo de velocidad para un tnico vector de onda
sera

v(k) = ay (k)hy + a_(k)h_. (2.35)

Al expandir la solucion del campo de velocidad en modos helicoidales y
evaluar en la ecuacion (2.32) queda explicito que los modos interactuan por
medio de triadas, es decir, la evoluciéon de un modo helicoidal en un flujo
turbulento va a estar acoplada con otros modos helicoidales inicamente de
a tres.

En un sistema rotante, los modos de helicidad son ondas inerciales, lo
cual hace de la descomposicion helicoidal la representacién mas adecuada del
campo de velocidad [15]. Las amplitudes de las ondas de helicidad tienen
una oscilacion armonica rapida as(k,t) = A, exp(iws,t/Ro) dada por la
frecuencia wy, = 2s(2 - k)/k = 2sk,/k = 2scosfy, con 6 el angulo entre el
vector €2 y el vector nimero de onda k.

El resultado de esta aproximaciéon simplificada para Ro — 0 solo es vali-
da para tiempos del orden del niimero de Rossby, por lo cual la soluciéon no
considera la evoluciéon para tiempos largos de las amplitudes de las ondas.
Esto es asi porque la solucion de la ecuacion (2.32) evoluciona en funcion de
dos escalas temporales, una lenta ¢ y el tiempo rapido 7 = t/Ro asociado a
las ondas inerciales, por lo que la soluciéon de la aproximacién perturbativa
simplificada no puede ser adecuada para tiempos largos. Sin embargo, la solu-
cion (2.34) puede seguir siendo tutil al agregar una dependencia temporal con
escala temporal ¢ a las amplitudes de las ondas a,(t,7) = A, (t) exp(iws,7),
lo cual nos da una solucién que contiene la oscilacion rapida de las ondas
inerciales, moduladas por la amplitud dependiente del tiempo lento A, (t)
asociada a los vortices.
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Para obtener la evolucion de amplitud en la escala lenta, remplazamos
(2.34) en la ecuacion (2.32). El término de Coriolis es diagonal en la base del
espacio de Fourier por lo cual la ecuacién toma la forma

1 SkSpiSq ok ok
(2 - R0w8k+R—k2>a5k == Y Socmmtaran, o (2.36)

k+p+q 0sp,sq

donde observamos que la suma es sobre los niimeros de onda que satisfagan
k+p-+q = 0, la cual es la condicién de resonancia entre triadas para tiempos
rapidos [66]. Ahora escribiendo la variacion temporal como la variacion sobre
ambas escalas temporales, es decir, d; — 0; + (1/Ro)0,, obtenemos una
ecuacion para la amplitud de la variacion lenta luego de promediar en tiempos
tales que la dependencia con la escala temporal rapida 7 desaparezca. Esta
ecuacion resultante es

Wsp, +W5p +W5q =0

(at + ékﬁ)Ask = % D CretAr A7 (2.37)

k+p+q=0  sp,sq

la cual es valida para tiempos lentos del orden de ¢ y condiciona a las fre-
cuencias lentas a satisfacer la resonancia de triadas w;, + ws, +w,, = 0; solo
las frecuencias que cumplan esta relacion sobreviviran en la ecuacion (2.37).

De las dos condiciones de resonancia y de la relacion de dispersion para
las ondas inerciales obtenemos las relaciones que deben cumplir los modos
[66, 23],

k+p+q=0, (2.38)
y

k.  p. @

—Z+E+E=0. 2.39

F ot (2.39)

Podemos decir que en la teoria de ondas resonantes se pueden dividir los
modos en dos tipos. Los modos lentos son aquellos que tienen frecuencia nula
ws, = 0y k., =0, por lo cual coinciden con modos de dos dimensiones que no
tienen variacion a lo largo del eje de rotacion. Estos modos son trivialmente
resonantes, ya que corresponden a modos puramente vorticosos, sin oscila-
ciones asociadas a ondas, y cumplen en forma trivial la ecuacion (2.39). Los
demés modos son los llamados modos réapidos y son aquellos con &k, # 0 y su
orientacion puede ser en cualquier direccion. A partir de esta distinciéon entre
modos lentos y rapidos resultan tres posibles clases de triadas resonantes,
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“rapido-lento-rapido”, “lento-lento-lento” y “rapido-rapido-rapido”, donde se
sigui6 la convenciéon de que el primer nimero de onda de la triada corre-
sponde al nimero de onda que aparece en el lado izquierdo de la ecuaciéon
(2.37) [15, 23, 66].

En el limite de rotacion rapida los modos lentos evolucionan mediante su
propia dindmica, esta corresponde a la triada “lento-lento-lento”, ya que en la
triada “rapido-lento-rapido” el modo lento solo actua como catalizador entre
los dos modos rapidos.

La ecuacion promediada para modos lentos puede dividirse en dos ecua-
ciones. Cuando Ro — 0 la velocidad horizontal promediada a lo largo del eje
vertical D5 = (w3, v3P) satisface la ecuacion de Navier Stokes 2D, mientras
que la velocidad vertical promediada verticalmente w3 satisface la ecuacion
2D de un escalar pasivo, esto es, respectivamente [17, 2]

0 + (U3 - Vv = —v7 + vV 3P, (2.40)

o + (03 -V wiP = vV . (2.41)

La derivacion de este resultado se puede ver en detalle en [15, 66]. Esto no
implica que un flujo con rotacién réapida se convierte en bidimensional, pero
si implicaria que la dindmica debe contener una componente independiente
bidimensional.

Notemos finalmente que la componente z del campo de vorticidad, w.,
también cumple la ecuacion del escalar pasivo, esto puede verse facilmente
tomando el rotor de la ecuacion (2.40).

2.3.2. Espectro de la turbulencia rotante

Los resultados de la seccién anterior pueden usarse para elaborar una
teoria fenomenologica al estilo de la de Kolmogorov [69], que tenga en cuenta
el efecto de la rotacion en el espectro de energia de un flujo turbulento.

Partiendo de la relaciéon dimensional para el flujo de energia

v}
€~ —, 2.42
! (2.42)
y teniendo en cuenta que la mayor parte de la energia estd en modos bidi-
mensionales

€~ —=, (2.43)



donde 7, ~ I, /v,y el subindice L indica que los incrementos son tomados
en la direccion perpendicular al eje de rotacion.

Como solo una fraccion de las triadas contribuye al flujo € (las triadas
resonantes), es razonable asumir que el flujo de energia se va a ver reducido
respecto al caso is6tropo y homogéneo. Al orden mas bajo, se asume que
la reduccién es linealmente proporcional a la razon de los tiempos rapidos
T ~ 1/8 respecto de los lentos 7, [36, 29]:

02 !
Lo L (2.44)
T, T, QZJ_
y asumiendo € constante en el rango inercial
vp ~ e2Q? (2.45)
que resulta en un espectro
E(ky) ~ k% (2.46)

Este espectro se observa en simulaciones numéricas directas y en experi-
mentos [48, 47, 49] y [43]. Es importante notar que cuando el flujo es helicoidal
(es decir, cuando la velocidad y la vorticidad estéan alineadas), el espectro de
energia es atin mas empinado, variando entre k7% y k7>° (ver [47, 50]).
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Capitulo 3

Herramientas y métodos

En este capitulo introducimos las herramientas basicas y los métodos que
usaremos para el andlisis en el capitulo 4. Describimos el método numérico
que se usa para resolver la ecuaciéon de Navier-Stokes ejemplificando por
medio de la ecuaciéon de Burgers, con un codigo desarrollado para esta tésis.
Luego presentamos los aspectos formales del exponente de cancelacion [55],
el método para caracterizar intermitencia en esta tésis, y a continuaciéon
describimos un codigo numérico paralelo desarrollado especificamente para
analizar los datos masivos provenientes de las simulaciones.

3.1. Simulaciones numeéricas directas

Los datos analizados fueron provistos por una simulacién numérica directa
(DNS por sus siglas en inglés). La principal caracteristica de una simulacion
numérica directa es que ésta resuelve las ecuaciones involucradas y no un
modelo promediado, de manera que todo el rango espacial y temporal quedan
resueltos numéricamente en forma explicita.

Las simulaciones se realizaron usando el método pseudoespectral |13, 57|
y se evolucionaron en el tiempo por medio del esquema de Runge-Kutta
de segundo orden, utilizando las ya nombradas condiciones peri6dicas de
contorno.

Es fundamental saber si la resolucion de una simulacion es adecuada para
poder abordar el proceso a analizar. Para nuestro caso de interés, en cuanto a
la resolucion espacial, queremos tener conocimiento de los procesos que habi-
tan en el rango inercial de un flujo turbulento, esto es, entre la escala integral
y la disipativa, resolviendo correctamente esta tltima. La escala disipativa es
n = 1/k, donde k, = (¢/v3)/4, por lo cual el minimo intervalo espacial debe
ser menor que 7). Resolviendo todas las escalas entre la escala integral y la
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disipativa, el minimo de puntos de grilla necesarios debe ser

N3 < (Re)¥4, (3.1)

con un factor de proporcionalidad frente al nimero de Reynolds que se ajus-
ta realizando simulaciones a baja resolucion. Luego la resolucién temporal
debe ser menor que el tiempo que le lleva a la parcela de fluido mas réapida
trasladarse un intervalo Az provisto por la relacion (3.1). Esto es,

Az 1
At < — ~ — 3.2
- U UN'’ (3.2)

esta condicion es llamada condicion de Courant-Friedrichs-Lewy [13].

3.1.1. Evolucién temporal: Runge-Kutta

Para obtener la evolucién temporal de un campo v que sea dependiente
de F' a través de la relacion

dv
pri F(v,t) (3.3)

integramos esta ecuacion en el tiempo discretizado con paso At, avanzando
inicialmente medio paso

At
V2 =t 4 7F(vt, t). (3.4)

Luego utilizamos vt*+1/2

avanzar un paso entero

para evaluar en la ecuacion (3.3) y finalmente

vt =o'+ AtF (T2 4+ 1/2). (3.5)

Podemos realizar evoluciones de Runge-Kutta de orden mayor que darian
mas precision en el resultado, sin embargo el orden dos economiza tiempo de
procesamiento respecto a ordenes mayores, y su precision es suficiente para
los procesos que se buscan estudiar [13].

3.1.2. Evolucién espacial: Método pseudospectral

El método pseudoespectral consiste en calcular las derivadas espaciales
del campo de velocidad en el espacio Fourier, mientras que productos entre
los campos se calculan en el espacio real [26, 27|. El campo de velocidades
expandido en el espacio Fourier es
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[e.9]

v(z,t) = Z vg(t)e™” (3.6)

k=—o0

Aproximaremos esta expansion por la serie truncada

N/2

N t) = > w(t)e* (3.7)

k=—N/2

Este truncamiento es aceptable si el error introducido no afecta signi-
ficativamente al subespacio generado por los nimeros de onda de interés en
la expansion. Las ventajas que tiene el método espectral son: que se tra-
baja directamente con los modos Fourier que corresponden a escalas espa-
ciales naturales del proceso turbulento, y que la convergencia nimerica es
exponencialmente rapida [24]. Para ver este tltimo punto consideremos la
transformada de Fourier

Vg = /eimv(az)dx, (3.8)

al integrar por partes se obtiene que para k grande v, ~ k™! ya que |0,v| esta
acotado. Repitiendo este proceso m veces obtenemos v, ~ k™™, de modo que
cualquier funcion v(x) diferenciable y periodica satisface |vg|/k™ — 0 para
k — oo y para todo m > 0. Esto es, la contribucion de los modos grandes se
va a cero mas rapido que cualquier potencia de k.

Ahora considerando que la ecuacion de interés es la de Navier-Stokes, los
términos que se necesitan calcular en el espacio espectral son el término de
adveccion (no-lineal), el término viscoso y el término de gradiente de pre-
sion. La evaluacion y transformacion del término no-lineal en una grilla de
N nimeros de onda involucra O(N?) operaciones de punto flotante debido
a que hay que realizar la convolucién de v con J,v en el espacio Fourier.
En el espacio real este término involucra solamente O(N) operaciones de-
bido a que es un producto directo; esta ventaja serd utilizada de la siguiente
forma. Transformamos, por medio de una transformada rapida de Fourier
FFT (“Fast Fourier Transform”) el término de la velocidad y el término de
la derivada espacial de la velocidad del espacio espectral al espacio real; la
derivada espacial en el espacio de Fourier implica iinicamente multiplicar por
1k a la expansion. Luego, realizamos el producto directo de ambos términos y
volvemos a transformar el resultado al espacio Fourier. Este poceso disminuye
el numero de operaciones de O(N?) a O(Nlog(N)), debido a que la transfor-
mada FFT requiere O(Nlog(N)) operaciones para realizar la transformada
del campo.
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Al discretizar el espacio real en N intervalos Az, se produce un efecto
espurio por el hecho de que no se puede distinguir entre las funciones e
y las funciones e’*'* con k' mayor a la frecuencia de Nyquist en este espacio
discretizado. Mientras que en los términos lineales solo aparecen los niimeros
de onda truncados k = —N/2+1, ..., N/2, al evaluar el término no-lineal este
genera acoplamiento entre los distintos modos de Fourier y puede excitar
numeros de onda mayores. Estos modos armoénicos producirén aliasing. Para
evitar esto se utiliza la regla de los 2/3 [13], que consiste en forzar todos los
modos con |k| > N/3 para que tengan amplitud nula, lo cual garantiza que
el acoplamiento espurio con estos modos armonicos sea nulo.

3.1.3. Ecuaciéon de Burgers

Para ilustrar los métodos antes descriptos utilizamos como ejemplo la
ecuacion de Burgers [10], que corresponde a una simplificacion de la ecuacion
de Navier-Stokes en una dimension, sin presion y sin forzante externo, la
cual tiene todos los términos de interés que mas adelante necesitaremos para
resolver la ecuacién de Navier-Stokes en tres dimensiones. La forma de esta
ecuacion es

v + vdv = Vo2 v. (3.9)

Para integrar la ecuacion de Burgers utilizamos el método de Runge-
Kutta para la evolucién temporal, y para la evolucion espacial el método
pseudoespectral antes mencionado, y también el método de diferencias finitas
para poder compararlos. Este tiltimo método consiste en estimar las derivadas
espaciales a través de las diferencia entre la velocidad de dos o mas puntos
vecinos en el espacio real, esto es (a segundo orden):

v(x — Azx) —v(x + Ax)
2Ax

Para resolver el problema de Burgers utilizamos condiciones peri6dicas
de contorno en una caja de tamano 27 dividida en 512 puntos de grilla, con
condiciones iniciales v(t = 0) = sen(z) y con una viscosidad v = 0,05.

En la figura 3.1 mostramos la condicion inicial para la ecuacion de Burgers
y la resolucion numérica de ésta para el momento en el cual se produce el
frente de choque para los métodos de diferencias finitas, pseudoespectral, y
pseudoespectral con la regla de los 2/3.

Podemos notar en la figura 3.1 que en la cercania del choque, es decir
donde las variaciones en la velocidad son mayores, es donde se produce la
mayor variacion entre los métodos. Notamos que el método de diferencias
finitas presenta mayores variaciones en los valores de la velocidad.

Oyv(z) = : (3.10)
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Figura 3.1: Velocidad en funcién de la posicién en el problema de Burgers para
(izquierda) t = 0 y (derecha) resuelta por medio de los métodos de diferencias
finitas (rayas), pseudoespectral (puntos) y pseudoespectral con la regla de los 2/3
(punto-raya).

En la figura 3.2 graficamos el espectro de energia E(k) para los tres
métodos de integracion espacial. En el caso de la ecuacion resuelta por medio
del método de diferencias finitas observamos que para los nimero de ondas
mas grandes hay mas energia que en las soluciones obtenidas por medio
del método pseudoespectral; esto se debe a lo mencionado anteriormente, el
método de diferencias finitas no resuelve bien el choque.

Si bien no se observan grandes diferencias en este caso entre el método
espectral con y sin la regla de los 2/3, para v = 0 el método sin la regla
de los 2/3 es inestable. Por este motivo en este trabajo utilizaremos resul-
tados provenientes de simulaciones usando el método pseudoespectral con la
regla de los 2/3. En resumen, el método presenta varias ventajas: es estable,
trabajamos directamente con los modos de Fourier que corresponden a es-
calas espaciales, los invariantes cuadraticos también lo seran en la version
truncada, y ademés la convergencia es exponencial.

3.1.4. Simulaciones y parametros

Para este trabajo se utilizaron datos provenientes de simulaciones directas
de la ecuacion de Navier-Stokes y de la ecuacion de momento con rotacion,
ecuaciones (2.1) y (2.29) respectivamente. Se utilizaron simulaciones de flujos
excitados con dos tipos de mecanismos forzantes distintos: con forzado de
Arnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green (TG) [48, 47, 49]. La
forma del forzado TG es tal que no inyecta helicidad neta en el flujo; esta es,
para la fuerza por unidad de volumen y de masa
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Figura 3.2: Energia F en funcién del nimero de onda k, del problema de Burgers
resuelta por medio de los métodos de diferencias finitas (rayas), pseudoespectral

(puntos) y pseudoespectral con la regla de los 2/3 (punto-raya).

fre = folsin(ksx) cos(ksy) cos(kyz)z — cos(kyx) sin(kry) cos(krz)y]. (3.11)

En cambio en el forzado ABC se produce la méaxima inyeccion de helicidad

posible; esta tiene la siguiente forma

fanc = fol(Bceos(kpy) + Csin(ksz))z + (Asin(kpzr) + C cos(krz))y
+ (Acos(kyz) + Bsin(ksy))z)]. (3.12)

Los valores de los parametros utilizados en las simulaciones son mostrados

en la tabla 3.1.

3.2. Exponente de cancelacion

En un flujo turbulento la intermitencia esta relacionada con la presen-
cia de estructuras localizadas en distintas escalas. La proximidad o lejania de
dichas estructuras puede llevar a rapidas variaciones en las derivadas del cam-
po, y también a rapidos cambios de signo. Para poder estudiar la variacion
en el signo de una magnitud en distintas escalas a partir de los datos prove-
nientes de las simulaciones, utilizaremos el exponente de cancelacion [55] que
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pasaremos a definir. Primero vamos a definir algunas medidas estadisticas
que seran de ayuda para el entendimiento de este tltimo.

Medida de probabilidad: Dado un dominio X, para cualquier subconjunto
S C X la medida de probabilidad p, asigna sobre este un valor no negati-
vo 0 < pu,(S) < 1, satisfaciendo la relacion u,(>,S;) = >, 11,(S;) con S;
cualquier coleccion disjunta de subconjuntos de X. Luego, si el espectro de
la dimension generalizada D, de la magnitud de interés no varia con la escala
g entonces la medida de probabilidad es llamada fractal; por el contrario si
el espectro depende de la escala sera llamado multifractal.

Medida de signo: la medida de signo de un conjunto es equivalente a
la medida de probabilidad, solo que esta puede tomar valores positivos y
negativos.

Singularidad de signo: decimos que un conjunto es singular de signo si
para cualquier subconjunto A C X tal que pu(A) # 0, sin importar el tamano
de A, existe un conjunto B C A de manera que el signo de u(B) sea opuesto
al signo de pu(A).

De la misma manera que en un campo multifractal la medida de probabil-
idad esta caracterizada por el espectro de dimension generalizada, la medida
de signo esta caracterizado por el exponente de cancelacion.

Consideremos un fluido para ilustrar estos conceptos; dividimos el espacio
en subconjuntos disjuntos Q;(l) ordenados, de tamano [ que cubren todo el
dominio Q(L) de tamafio L. La medida de signo para cada escala | de una
magnitud escalar f(z) serd [55, 14]

_ ‘fQi(l) dgl’f<£€)
B fQ(L) d3z|f(x)|’

donde podemos observar que p;(l) estd normalizado entre -1 y 1. Mirando el
numerador de la ecuacion (3.13) podemos interpretar a y;(l) como la difer-
encia entre la medida de probabilidad de la componente positiva y la medida
de probabilidad de la componente negativa de f(x) en Q;(!). A medida que la
escala de los subconjuntos aumenta se van produciendo cancelaciones debido
a la competencia entre estructuras de signo opuesto. Para cada escala [ se
define la funcién de particion

pa(l)

(3.13)

X0 = lm)]- (3.14)

Qi(l)

Observemos que si j;(l) es una medida de probabilidad usual (sin signo)
entonces deberia valer x (/) = 1; este valor se reobtiene para un flujo suave. Si
hay cancelacion (cambios de signo) presente, y (1) < 1. Si el flujo sigue leyes
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de potencias, el comportamiento de escalas de la contribuciéon de las can-
celaciones se estudia a través de un exponente de escala llamado exponente
de cancelacion  [55], que se define a partir de la relacion x(I) ~ (7" [61]
y representa una medida cuantificable de la eficiencia de cancelaciion en la
funcion de particion. Si existe tal exponente (con k > 0) entonces la medida
de signo es singular de signo. Por lo visto anteriormente si el flujo es suave
entonces k = 0, y estd demostrado que para procesos puramente estocésticos
k = d/2 donde d es la dimension del sistema [55].

3.2.1. Exponente de cancelacién y dimensién de estruc-
turas

Las rapidas oscilaciones en el signo de una magnitud pueden asociarse a
una cantidad muy intermitente, que cambia de signo rapidamente en estruc-
turas localizadas en escalas arbitrariamente chicas. En esta seccién derivamos
por medio de un modelo geométrico y fenomenoldgico una relacion entre las
propiedades de estas estructuras y el exponente de cancelacion . Los argu-
mentos que usamos son similares a los usados en [61, 62, 30]. Supongamos
que el campo esté correlacionado en D dimensiones y no correlacionado en
d— D dimensiones, donde d es la dimension del espacio y D es una dimension
generalizada. Para una magnitud completamente correlacionada tendremos
D = d y para una completamente descorrelacionada D = (. Para casos
intermedios, la funcion de particion sera

(3.15)

f(z)
(l)’fw) dia| f(@)]| f2 1/2 ’ / d'zf(z

donde se utiliz6 homogenidad al remplazar la suma sobre todos los sub-
conjuntos @;(1) por (L/1)* multiplicado por la integral sobre un subconjunto
genérico de tamaiio [. El valor absoluto del escalar se remplazé por L4{ f2)1/2.

Para realizar la integral sobre el subconjunto @;(l), primero asumimos
que el escalar f en el rango inercial sigue alguna ley de potencias que pueda
ser representada por una funcién de estructura del escalar f, de manera que
(5f(s)) ~ s", donde s representa un incremento espacial. Luego dividimos
Q;(1) en dominios de volumen \¢, escala en promedio en la que la magnitud
esta correlacionada, de forma que se puedan separar las contribuciones de los
dominios debido a donde el escalar esta correlacionado y donde no. Entonces,

)/Qi(l) dd:cf(w)) ~ (FRV2 /Q(l) dDSG)h/Q(l) 4Dy (3.16)
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Las dimensiones no correlacionadas dan un valor proporcional a la raiz
cuadrada de su volumen (I/\)4=P)/2 [61, 62], mientras que las dimensiones
correlacionadas dan un valor proporcional a (I/\)"*P. Obtenemos

X(1) ~ 17EFEh), (3.17)

que es la relacion entre la dimension de las estructuras correlacionadas D y
el exponente de cancelacién k, esto es

K=————h. (3.18)

3.2.2. Caso tridimensional

En esta seccion presentamos el método numérico para calcular el expo-
nente de cancelacion desarrollado en esta tésis. Primero veremos coémo se
realiza el calculo del exponente de cancelacién usando un tnico procesador,
para luego pasar a la instancia mas compleja del calculo del mismo mediante
varios procesadores en paralelo.

Imaginemos una caja de lado L y de volumen Q(L) grillada por N x N x N
puntos, la cual tiene que ser rellenada por cajas de tamano @Q;(1). El volumen
mas pequeno de las cajas dependera de la minima resolucion espacial que se
tenga en la simulacion; en este caso serd AV = (Ax)? = L/N3. Naturalmente
la caja mas grande sera igual al volumen completo del dominio de integracion
numérica. El nimero de tamanos de cajas posibles sera igual a la resoluciéon
espacial lineal N de la simulacion.

Utilizamos esto para calcular la funcion de particion. En particular, cal-
culamos fQi(Z) d3x f(x) sumando los valores de la magnitud f(x) en la caja
Q;(1). La funcion de particion (3.14) la calculamos sumando el valor absoluto
de cada una de las cajas individuales sobre todo el volumen.

Un punto a tener en cuenta es que para algunos tamanos de caja, el
volumen de las cajas sumadas no cubren el volumen completo, esto es,
> Qi(l) # Q(L). Esto incide en la medida de signo ;(l), como se puede
observar en la ecuacion (3.13) ya que la normalizacion sobre todo el volumen
Q(L) en ese caso no es correcta (ver figura 3.3). La forma que se eligio para
resolver este problema fue remplazar el valor neto de la magnitud f(x) en
el volumen completo (denominador de la ecuacion (3.13)) por el valor neto
de la magnitud f(x) en un volumen reducido con N’ x N’ x N’ puntos de
grilla, donde N’ esta dado por el nimero maximo de veces que entra uno de
los lados de la caja en uno de los lados del volumen total. Llamemos m al
nimero de puntos en la grilla que tiene uno de los lados de la caja pequena y
sea n un nimero entero que indica el niimero méximo de veces que entra m
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Figura 3.3: Esquema que ejemplifica como el nimero de cajas sobre el cual
se suman los valores de la magnitud pueden cubrir (izquierda) o no (derecha) al
tamano del volumen completo del espacio a ser analizado.

en uno de los lados del volumen completo (con N puntos). Entonces valdra
que
N =mn <N <m(n+1). (3.19)

La correccion en la normalizacion hace que cuando se suman todas las cajas,
estas abarquen el mismo volumen que el utilzado para calcular el valor ab-
soluto en el volumen total de referencia. Esto puede observarse en la figura
3.3.

Ahora consideremos el caso en que tenemos que hacer este calculo usando
varios procesadores en paralelo. Si tenemos P procesadores, los datos de la
magnitud que se quiere estudiar tendran que ser distribuidos entre estos P
procesadores. Dividimos el volumen completo de valores del campo en blo-
ques con forma de paralelepipedos con sus lados mayores perpendiculares a
un eje preferencial, por ejemplo 2z, de manera que haya un bloque para ca-
da procesador con N x N x K puntos por bloque, donde K = N/P, con
sus respectivos K; (inicial) y K (final) para cada procesador. El beneficio
de hacer la separaciéon del volumen en una sola direcciéon es que la comuni-
cacion entre procesadores solo afecta a una de las direcciones [25]. En lo que
respecta al calculo del exponente de cancelacion, es necesaria la interaccion
entre procesadores para poder calcular la funcion de particion para todas las
escalas. Para comprender los distintos casos posibles, de acuerdo al tamano
y posicion de la caja, esquematizamos a continuacion los distintos casos.

Al programar en paralelo, en particular cuando se busca calcular una
propiedad global de todos los datos, el beneficio del niimero de procesadores
se maximiza cuando todos los procesadores realizan la misma tarea pero lo
que cambia son la porcion de los datos sobre los que trabaja cada uno de
los procesadores. Este esquema de programacion se llama “programa simple,
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Figura 3.4: Esquema que ejemplifica como la caja en el cual se suman los valores
de la magnitud, puede estar completamente incluido en un procesador (izquierda)
o en varios (derecha).

datos multiples” (“Single Program Multiple Data” o SPMD). Luego toda la
informacion procesada se comparte mediante el envio de mensajes usando la
biblioteca “Message Passing Interface” (MPI) [51]. La dificultad de la progra-
maciéon en paralelo yace en la sincronizacion para que los mismos datos no
sean utilizados por mas de un procesador, y en realizar luego la unién de los
datos procesados por mas de un procesador, como se muestra en los casos de
la figura 3.4, ya que las cajas pueden residir en un tnico procesador, o ser
compartidos por varios procesadores.

Para calcular la suma de los valores de la magnitud en la caja Q;(l)
desarrollamos un cédigo en el cual la regiéon en que cada procesador suma
los valores interiores del campo depende de la coordenada perpendicular a la
separacion de los procesadores, para nuestro caso z. Todos los casos posibles
pueden reducirse a los dos casos de la figura 3.4. El rango maximo en el
que puede sumar cada procesador esta condicionado por N x N X (K;’ —K?)
donde p indica el nimero de procesador. En general, queremos sumar sobre un
dominio que estara encerrado en una region (x‘}"m — pdom, y;lOm — yglom, z;lOm —
zdom) - donde dom indica el dominio de Q;(l). Consideremos el intervalo en

7
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la direccion 2 dado por 2} y 27 como el intervalo donde el procesador p (o
ese procesador y sus vecinos) debe sumar valores de la magnitud. Este es el
intervalo de interés y en el cual necesitamos decidir al rango de indices K
que suma cada procesador. El mapa usado para la suma sobre el procesador
p es el siguiente:

Kf’ si zf"m < Kf’,
2= (3.20)
zdom 51n0
;lom si ;lom < Kp’
z? = (3.21)
Kf? SN0

Veamos que este condicionamiento es correcto para los dos casos de la figu-
ra 3.4. Para el caso en el cual la caja involucra un solo procesador, analizare-
mos primero que sucede con un procesador que no almacena localmente los
datos de la caja, en particualar tomaremos un procesador debajo del dominio,
que llamaremos Psup- En ese caso serd, KPsub < zdom y K?S“" < z?”m, entonces
ZPoub = pdom y 2yt = K§*, es decir, se sumaran los valores entre zdom
K}’?S“b pero como zm > Kf”” entonces ese procesador no sumara ningun
dato. Para el caso del procesador que almacena los datos de la caja sera
2P = pdom y zf = zjf"m que es el intervalo del dominio de la caja. Finalmente,
el caso para un procesador que estd arriba serd equivalente al del de abajo:
sumard en un intervalo nulo. Ahora veamos en el caso en que la caja involu-
cra mas de un procesador, como dos procesadores p y p+ 1 suman los valores

de la magnitud en la caja. Para el procesador p sera zf = z%m y zf = Kp

Y para el procesador p + 1, sz Kdom y z?“ = z;‘fom. Sumando los dos
intervalos obtenemos la extension total de la caja. Luego de esta operacion
se usan directivas de MPI para agregar los datos y obtener la suma total.
Para todos los casos hay que incluir los valores en el espacio tridemensional
generados por el agregado del plano xy, es decir, :cjf“ d"m,y — ydom,
Estos valores no generan comunicacion extra entre procesadores ya que se
encuentran en el dominio almacenado por cada procesador.

3.2.3. Caso bidimensional y promedios verticales

En ocasiones es 1til trabajar con valores promediados en alguna direc-
cion espacial; en nuestro caso sera frecuente usar la direcciéon de rotacion
Z. Una manera de realizar este calculo es usando la cuenta ordinaria para
la obtencion del promedio, esto es, sumando todos los valores y dividiendo
por el nimero de elementos. El inconveniente que tiene este método es que
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Simulacion N f k¢ v Re Q Ro

T1 256 TG 2 2x1073 900 8.00 0.03
T2 512 TG 4  8x10™* 1100 0.4 1.4
T3 512 TG 4  8x10~* 1100 1.6 0.35
T4 512 TG 4  8x10~* 1100 8.00 0.07
Al 512 ABC 7-8 6.5x10~* 1200 0.06 7.9
A2 512 ABC 7-8 6.5x10~* 1200 7.0 0.07
A3 1536 ABC 7-8 1.6x10~* 5100 9.00 0.06

Cuadro 3.1: Parametros usados en la simulaciones. N es la resolucién lineal de la
grilla, f es el la fuerza generadora de la turbulencia, k¢ es el nimero de onda del
forzante, v es la viscosidad cinemaética, Re el numero de Reynolds, €2 la rotacion
del sistema y Ro el numero de Rossby.

para simulaciones con mucha resoluciéon espacial se vuelve impracticable ya
que es necesario diponer en memoria de todos los datos para los cuales se
quiere obtener el promedio. Para evitar esto se recurre a una forma en la
cual el promedio se va calculando en forma progresiva a medida que se van
accediendo a porciones de la totalidad de los datos.

Imaginemos que queremos calcular el promedio en la direcciéon de rotacion
Z de la magnitud f(zx) en un volumen grillado por N x N x N puntos. Primero
dividimos el volumen en N planos de N x N puntos, perpendiculares al eje
z. Ahora podemos calcular el promedio cargando en memoria cada plano,
sumando todos los valores en el plano, y almacenando el resultado final en
una variable. Sucesivamente se cargan los demés planos y se suman los totales
parciales a la misma variable. Al terminar con todos los planos, se divide el
resultado por el niumero total de datos. El resultado final serd usado para
calcular el exponente de cancelacion con el mismo método que en las secciones
anteriores.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos a partir del analisis
de las simulaciones mencionadas en el capitulo anterior. Las seis simulaciones
consideradas difieren en el nimero de puntos de grilla, en el forzado mecénico
y en la rotacion que tiene el flujo turbulento. Consideramos para el analisis las
componentes cartesianas del campo de velocidad, vorticidad y la helicidad,
obteniendo los resultados indicados en la tabla 4.1. Para realizar el anélisis
sobre el exponente de cancelacion de cada componente del campo inferimos
el rango inercial a partir del espectro de energia en funcién del nimero de
onda k de cada simulacion.

4.1. Simulaciones sin rotacion

En esta seccion mostramos los resultados de las simulaciones en las cuales
la rotacion del sistema es nula o despreciable frente al movimiento del fluido.

La forma de los espectros de energia E(k) para simulaciones de flujos
turbulentos forzados es basicamente la misma en todos los casos, y esta dada
por los siguiente rangos en forma creciente en el nimero de onda: un maximo
en el nimero de onda del forzado, o inmediatamente a continuacion de este;
luego, un rango inercial donde el flujo de energia es aproximadamente con-
stante, esto es, el rango inercial que responde a la ley de 4/5 de Kolmogorov;
y finalmente una caida abrupta del espectro donde la energia es disipada
por la viscosidad interna del fluido, que corresponde a la escala de disipacion
dada por la ecuaciéon (2.22). En términos espaciales esto puede verse como
un forzado en las escalas mas grandes del sistema, un rango inercial en las
escalas intermedias, y disipacion en las escalas mas chicas donde la viscosidad
interna se hace preponderante. Para poder apreciar el rango inercial en donde
se produce la cascada de energia, compensamos el espectro de energia E(k)
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Simulacion Ko, Ky, K,
T1 0,15+0,07  0,03£0,03 0,60, 2
T2 0,7£0, 1 0,7£0,1  0,96=£0,09
T3 0,740, 1 0,740, 1 0,840, 1
T4 0,14+0,02  0,15+0,02 0,7+0,1
Al 0,7+0,1 0,740, 1 0,740, 1
A2 0,094+0,02  0,094+0,04 0,35+0,04
A3 0,02440,007 0,06%0,01 0,31+£0,02
T4* 0,07+0,02 0,07+0,03 0,7+0,1
A2* 0,084+0,03  0,084+0,05 0,31+£0,07
A3* 0,03+£0,01  0,05+0,02 0,25+0, 06

Simulacién K, K, K, Kp,
T1 0,740, 1 0,940, 2 0,440, 1 0,840, 1
T2 1,240, 1 1,22+0,09  0,9+0,1  0,96+0, 09
T3 1,240, 1 1,174+0,09  0,940,1 0,840, 1
T4 1,04+0,1 1,0+£0,1  0,60£0,03 0,7£0,1
Al 0,9+0, 1 1,040, 1 1,040, 1 0,7£0, 1
A2 0,840, 1 0,8+0,1  0,36+0,04 0,35+0, 04
T4* 1,34+0,1 1,240,1  0,31£0,04 0,7£0,1
A2* 0,740, 1 0,740,1  0,30+0,07 0,22+0, 06

Cuadro 4.1: Exponentes de cancelaciéon s para todas las simulaciones, para las
diferentes componentes del campo de velocidad y vorticidad, y para la helicidad.
Las simulaciones con asterisco indican que x fue calculado también a partir del
campo promediado a lo largo del eje de rotacién
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Espectro de energia de un flujo turbulento isétropo y homogeneo
compensado por k3 en funciéon del nimero de onda k en escala logaritmica,

para la simulacién T3. Como referencia introducimos una recta horizontal para

identificar el intervalo donde se encuentra el rango inercial. El niimero de onda del
forzado se identifica mediante una flecha vertical bajo el espectro.

Figura 4.1:
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Figura 4.2: Espectros de energia de un flujo turbulento isétropo y homogeneo
compensado por k~%/3 en funcion del namero de onda k en escala logaritmica, para
la simulacion Al (izquierda) y T3 (derecha). Como referencia introducimos una
recta horizontal para identificar el intervalo donde el rango es inercial. El niimero
de onda del forzado se identifica mediante una flecha vertical bajo el espectro.
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Figura 4.3: Funcién de particién y en funciéon de la escala [ en escala logaritmica,
para las componentes del campo de velocidad v, (arriba izquierda), v, (arriba
derecha) y v, (abajo) de la simulacion Al. Cada grafico muestra una linea recta
que indica la pendiente de la funcién para valores de x(l) en escalas asociadas a
valores donde el rango es aproximadamente inercial. El valor de dicha pendiente
corresponde al exponente de cancelaciéon x indicado en la parte superior de cada
grafico.

en funcién del nimero de onda k con la ley de potencias que cada espectro
deberia obedecer, de manera que en el intervalo donde el espectro de energia
es inercial el mismo quede horizontal, facilitando su identificacion.

En la figura 4.1 mostramos el espectro de energia en funcion del niimero
de onda para la simulacion T3 compensado con la ley de potencias k~5/3, que
corresponde a la ley de Kolmogorov para un flujo turbulento, isétropo y ho-
mogéneo considerando invarianza de escala en el rango inercial. Identificamos
el nimero de onda del forzado del sistema mediante una flecha vertical bajo
el espectro de energia, y mostramos como referencia una linea horizontal a
fin de facilitar la identificacion del intervalo en el que presumiblemente se
encuentra el rango inercial.

Para el siguiente andlisis determinamos en forma aproximada el intervalo
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en el cual el espectro de energia F(k) se comporta en forma compatible con
una ley de potencias con los valores (kmin, kmaz) = (11,31), que corresponde
al intervalo espacial (Z,in, Tmaz) = (0,20, 0,57), para la simulacion T3. Como
fue explicado, la identificacion de este intervalo lo hicimos seleccionando los
valores en el cual el espectro es horizontal, teniendo precauciéon de descartar
los valores contaminados por la acciéon del forzado.

En la figura 4.2 mostramos los espectros de energia compensados para
las simulaciones A1l y T3. Podemos nuevamente distinguir el rango inercial
a partir de los valores en los cuales el espectro compensado se hace aproxi-
madamente horizontal. En el espectro de la simulaciéon A1 observamos que el
rango inercial no se observa tan claramente como lo hace en las simulaciones
T2 y T3; esto se debe probablemente a que el forzado en la simulacion Al
actlia en escalas mas pequenas, resultando en un nimero de Reynolds menor,
y en una menor separacion de escalas y, por lo tanto, un rango inercial mas
angosto.

De la figura 4.2, podemos extraer una estimacion del rango inercial en
las simulaciones T3 y Al. Los intervalos corresponden a los ntimeros de onda
(Kmin, kmaz) = (11,31) v (Kmin, kmae) = (11,34) para T3 y Al respectiva-
mente. De manera equivalente (Z,in, Tmaz) = (0,20,0,57) v (Tmin, Tmaz) =
(0,18,0,57) para las simulaciones T3 y Al.

A partir de los datos provenientes de las simulaciones, obtuvimos la fun-
cion de particion (/) para las componentes del campo de interés en funcion
de la escala [. Los resultados se muestran en la figura 4.3 para las compo-
nentes del campo de velocidad v,, v, y v, de la simulaciéon Al. Lo primero
que debemos notar es que para valores pequenos de [ la funcion de particion
tiende asintéticamente a uno; esto corresponde, por lo visto en la seccion
3.2, al caso en el que el flujo es suave y estd completamente correlacionado,
que es el comportamiento esperado para el rango disipativo. Para las escalas
mas grandes la funcion de particion se ve afectada por el forzado del sistema
(I &~ 1). Nosotros estudiaremos las escalas intermedias, dadas por el rango
donde se encuentra la cascada de energia.

Para calcular la ley de potencias que sigue la funcion de particiéon en
funcion de la escala [ en el intervalo correspondiente al rango inercial del
espectro de energia F/(k), utilizamos el método de cuadrados minimos. Basi-
camente ajustamos mediante una funciéon lineal los valores del logaritmo de
la funcion de particion log(y) en funcion de logaritmo de la escala log(l). La
pendiente del ajuste lineal representa la ley de potencias que sigue la funcion
de particion x(l) para los valores correspondientes al rango inercial, esto es,
el exponente de cancelacion x definido en la seccion 3.2 salvo por un signo.

Hallamos los valores del exponente de cancelacion x = 0,7 £+ 0,1 para
los tres campos de velocidades v,, v, y v, de la simulacion A1, tal como se
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Figura 4.4: Funcién de particiéon y en funciéon de la escala [ en escala logaritmica,
para los campos de vorticidades w, (arriba izquierda), w, (arriba derecha) y w,
(abajo) de la simulacion Al. Cada grafico ilustra una linea recta indicando la
pendiente de la funcién para valores donde el rango es aproximadamente inercial.
El valor de la pendiente representa el exponente de cancelaciéon x indicado en la
parte superior de cada grafico.
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Figura 4.5: Funcién de particiéon x en funcién de la escala [ en escala logaritmica,
para la helicidad H en las simulaciones T2 (arriba izquierda), T3 (arriba derecha)
y Al (abajo). En cada grafico, la linea recta indica la pendiente de la funciéon
para valores donde el rango es aproximadamente inercial. El valor de la pendiente

representa el exponente de cancelaciéon x indicado en la parte superior de cada
gréfico.
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muestra en la figura 4.3 y en la tabla 4.1. Mediante una recta sobre cada
grafico indicamos la pendiente correspondiente al exponente de cancelacion
k. Notar que para las tres componentes del campo de velocidad obtenemos el
mismo valor del exponente de cancelacion k. Este resultado es consecuencia
del hecho de que el sistema practicamente no siente la rotacién, por lo cual
no hay ninguna direccién privilegiada; es decir, el flujo es is6tropo y no se
produce ordenamiento de estructuras en ninguna direccion privilegiada. Para
las simulaciones restantes donde la rotacién es pequena o nula, obtuvimos
también valores del exponente de cancelacién k, dentro de las barras de
error, del mismo orden para todas las direcciones del campo de velocidad.
Para las simulacion T2 encontramos los valores k = 0,7+ 0,1, Kk = 0,7 £ 0,1
y & = 0,96 & 0,09 para v,, v, y v, respectivamente, mientras que para la
simulacion T3 estos valores son k =0,7+ 0,1, k =0,7+ 0,1y x =0,8 +0,1.
Las pequenas diferencias obtenidas para la componente z de la velocidad
pueden deberse a que, en el forzado de Taylor-Green, la componente z no es
forzada en forma directa. Podemos observar también en la figura 4.3 que el
rango donde x(I) satisface una ley de potencias es ligeramente menor que el
rango inercial en el espectro de energia E(k).

La funcion de particion x (1) del campo de vorticidad de la simulacion A1l
puede observarse en la figura 4.4, donde nuevamente indicamos la pendiente
correspondiente al exponente de cancelacion k mediante una recta en el in-
tervalo donde el espectro de energia es inercial. El comportamiento de x(1)
para valores de [ pequenos es equivalente al caso del campo de velocidad.

A partir de la funcion de particion x (1) y usando el método de cuadrados
minimos, obtuvimos los valores k = 0,94+ 0,1, k =1,0£0,1 y x =1,0+0,1
respectivamente para las componentes w,, w, y w,. Al igual que el campo
de velocidad, el campo de vorticidad no presenta diferencias en el exponente
de cancelacion k en ninguna de las direcciones cartesianas. Nuevamente el
intervalo que satisface la ley de potencias es menor que el del rango inercial
en el espectro de energia.

En la figura 4.5 presentamos la funciéon de particion y en funciéon de [
para la helicidad de las simulaciones T2, T3 y Al. Calculamos el exponente
de cancelacion, obteniendo x = 0,96 +£ 0,09, Kk = 0,8 £ 0,1 y k = 0,7 £ 0,1,
para las simulaciones T2, T3 y Al respectivamente.

Lo primero que notamos en la figura 4.5 es que, en el rango de los valores
utilizados para calcular el exponente de cancelacion k, el comportamiento de
X (1) tiene un aspecto muy similar al de una ley de potencia. Este resultado
condice con el hecho de que la helicidad se conserva en el rango inercial y en
el limite Re — oo es un invariante dentro de dicho intervalo. Al comparar los
resultados del exponente de cancelacion x con los obtenidos en otros trabajos
[30], observamos que para simulaciones de la misma resolucién obtuvieron
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Figura 4.6: Espectros de energia de flujos turbulentos con rotacién en funcién
del ntimero de onda k en escala logaritmica para la simulacion T4 (izquierda) y A2
(derecha), compensados con k=2 y k=2% respectivamente. Como guia introduci-
mos una recta horizontal para identificar el intervalo donde el rango es inercial.
El nimero de onda del forzado se identifica mediante una flecha vertical bajo el
espectro.

k=0,77+0,03, Kk = 0,82 £+ 0,02 para forzados TG y ABC respectivamente,
los cuales estan dentro de las barras de error y en buen acuerdo con los valores
hallados en este trabajo. Esto nos sirve de corroboracién de que el método
de calculo de la funcion de particiéon x es confiable.

4.2. Simulaciones con rotacion

En esta seccion analizamos flujos turbulentos homogeneos con rotacion;
nos centramos primero en dos simulaciones con nimero de Rossby Ro ~ 0,1
con forzados TG y ABC. El hecho de que haya rotacion en el flujo hace que
se rompa la isotropia y esto genera que la cascada de energia se comporte en
forma diferente a cuando no hay rotacion presente. Como vimos en la seccion
2.3 el flujo turbulento en un sistema rotante tiende a volverse bidimensional
lo cual genera una cascada inversa de energia, esto es, transferencia de energia
de los k grandes hacia los mas chicos. Sin embargo, al contrario que en un
flujo 2D, no toda la energia inyectada al sistema sigue la cascada inversa. Una
parte importante de la energia inyectada se transfiere a escalas mas pequenas
a taves de una cascada directa con espectro ~ k=2.

Este espectro es el resultado de la presencia de ondas en el flujo rotante,
que retrasan la cascada directa de energia, resultando en una pendiente mas
empinada que en el caso de turbulencia is6tropa y homogenea. Ademaés, la
pendiente del espectro va a depender de que el flujo sea o no helicoidal, es
decir, si analizamos simulaciones con forzado ABC o TG [49], siendo mas
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Figura 4.7: Funcién de particién y en funcién de la escala [ en escala logaritmi-
ca, para las componentes del campo de velocidad v, (arriba izquierda), v, (arriba
derecha) y v, (abajo) de la simulacion A2. Cada figura tiene una linea recta indi-
cando la pendiente de la funcién para valores donde el rango es aproximadamente
inercial. El valor de la pendiente representa el exponente de cancelacion x indicado
en la parte superior de cada grafico. Notar que solo la componente z es compatible

con una ley de escalas.
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Figura 4.8: Funcién de particiéon y en funcién de la escala [ en escala logaritmica,
para las componentes del campo de vorticidad w, (arriba izquierda), w, (arriba
derecha) y w, (abajo) de la simulacion T4. La linea recta indica la pendiente de
la funcion para valores donde el rango es aproximadamente inercial. El valor de la
pendiente representa el exponente de cancelaciéon s indicado en la parte superior
de cada gréfico.

empinada en el primer caso.

En la figura 4.6 presentamos los espectros de energia F(k) en funciéon
del nimero de onda k para flujos con rotacién. Al igual que los espectros de
energia de flujos sin rotaciéon, obtuvimos el rango inercial luego de compensar
el espectro por la ley de potencias que estos obedecen. Los espectros fueron
compensados con k=2 y k=25 para las simulaciones T4 y A2 respectivamente
[47].

A partir de los espectros de energia F(k) de la figura 4.6 identificamos
el rango donde estos son aproximadamente inerciales. Los intervalos que
utilizamos corresponden a los numeros de onda (kmin, kmaz) = (9,26) v
(Kmin, kmaz) = (11,31) para T4 y A2 respectivamente, o en términos de la
escala espacial (Tpmin, Tmaz) = (0,24,0,69) v (Tmin, Tmaz) = (0,20,0,57). La
extension del rango inercial no varia notablemente entre las simulaciones con
y sin rotaciéon (aunque la ley de potencias cambia).
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Mostramos la funcion de particion en funcion de la escala yx(I) de las
componentes del campo de velocidad v,, v, y v, para la simulacién A2 en
la figura 4.7. Los valores que obtuvimos del exponente de cancelacion son
respectivamente k£ = 0,09 + 0,02, k = 0,09 + 0,04 y « = 0,35 £ 0,04.

Lo primero que observamos en la figura 4.7 es que el exponente de can-
celacién k para v, y para v, tienen el mismo valor, mientras que para v, el
resultado dista de este valor. Ademas la componente z del campo muestra un
claro comportamiento de ley de escala, mientras que las demés componentes
no lo hacen. Esto es algo que esperabamos, debido a que por el efecto de
la rotacion los modos se dividen en modos lentos (aquellos con k, = 0), y
en los modos répidos, por lo cual es razonable obtener resultados distintos
para la componente paralela al eje de rotacion. Por lo visto en la seccion 2.3
el efecto de rotacion sobre el flujo hace que en el limite de Ro — 0 este se
comporte como un flujo en dos dimensiones para el campo de velocidad pro-
mediado vertical, provocando que las componentes del campo de velocidad
perpendiculares al eje de rotacion sigan la ecuacion de Navier-Stokes en dos
dimensiones [15]. Mientras tanto, la velocidad vertical promediada a lo largo
de la direccion del eje de rotacion satisface la ecuacion de un escalar pasivo,
lo que significa que tiene una dinadmica independiente. Ademas, en el limite
de nimero de Reynolds infinito, es un invariante en el rango inercial, por lo
que esperamos que siga una ley de potencias en este rango. Esto no es lo que
sucede con las componentes del campo de velocidad v, y v, ya que justa-
mente son componentes de la velocidad horizontal, e independientemente no
son invariantes.

Para la simulacion T4 obtuvimos los siguientes valores del exponente
de cancelacion para las componentes del campo de velocidad v,, v, y v,
respectivamente: k = 0,14 £ 0,02, kK = 0,15+ 0,02 y x = 0,7 £ 0,1. Se repite
la conducta de k en v, y v, respecto a v, mencionada arriba.

En la figura 4.8 presentamos x(/) para las componentes del campo de
vorticidad w,, wy y w, de la simulacién T4, obteniendo los valores respectivos
dex =1,0+0,1, ks = 1,0+0,1 y Kk = 0,60£0,03. Observamos que nuevamente
el valor de x para la componente del campo de vorticidad w, difiere de los
valores de Kk para w, y wy; esto se debe probablemente a la misma razon
que en el campo de velocidades: la ecuacion que rige el movimiento de w,
promediada en la direccion vertical es la misma, que satisface v, promediada
en la direccion vertical, es decir, la ecuacion de un escalar pasivo (para mas
detalles ver [15]). Las componentes horizontales no son independientes y por
lo tanto individualmente no satisfacen necesariamente una ley de potencias.

Para la simulacion A2 encontramos los valores del exponente de can-
celacion Kk = 0,8+ 0,1, k = 0,8 £ 0,1 y k = 0,36 + 0,04 de las componentes
del campo de voticidad w,, w, y w, respectivamente.
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Figura 4.9: Funcién de particiéon x en funcién de la escala [ en escala logaritmica,
para la helicidad H de las simulaciones T4 (arriba) y A2 (abajo). En cada grafico
la linea recta indica la pendiente de la funcién para valores donde el rango es
aproximadamente inercial. El valor de la pendiente representa el exponente de
cancelacion k indicado en la parte superior de cada grafico.
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Figura 4.10: Espectros de energia compensados de flujos turbulentos con rotacion
en funcion del nimero de onda k en escala logaritmica, para las simulaciones A2
(izquierda) y A3 (derecha). Como guia introducimos una recta horizontal para
identificar el intervalo donde el rango es inercial. El niimero de onda del forzado se
identifica mediante una flecha vertical bajo el espectro.

Si nos concentramos solo en la componente vertical de los campos, que es
la que muestra una ley de escalas mas clara en x(l), los valores encontrados
del exponente de cancelacion para v, y w, son k = 0,74+0,1 y kK = 0,60£0,03
respectivamente para la simulacion T4y x = 0,35+0,04 y k = 0,364+0,04 para
la simulacion A2. En otras palabras, los valores del exponente de cancelaciéon
del campo de velocidad y de vorticidad para la componente z resultan iguales
dentro de las barras de error para cada simulacion; esto confirma lo dicho
anteriormente, que la dindmica que satisfacen la velocidad y la vorticidad
promediada en el eje vertical es la misma. Aunque por el momento no esta-
mos analizando estas magnitudes promediadas en el eje vertical, la similitud
es producto de la bidimensionalizacion del flujo turbulento en un sistema
rotante. Es interesante también hacer notar que la helicidad parece tener un
efecto importante en el valor de k, lo que puede esperarse ya que la helicidad
cambia la ley de escalas que sigue el espectro de energia.

Presentamos la funcion de particion (/) para la helicidad de las simula-
ciones T4 y A2 en la figura 4.9. Obtuvimos, luego de hacer el ajuste lineal
sobre los valores que corresponden al rango inercial del espectro de energia
E(k), los exponentes de cancelacion k = 0,7+ 0,1 y k = 0,35 £ 0,04 para las
simulaciones T4 y A2 respectivamente.

Aligual que en las simulaciones de flujos turbulentos isotrépos y homogé-
neos, la helicidad H es un invariante ideal de la ecuacion de Euler, es decir,
de la ecuacién de Navier-Stokes sin viscosidad. Como resultado, en el caso
viscoso sufre una cascada, y esto resulta en una ley de potencias en el rango
inercial de la funcion de particién como se observa en la figura 4.9.
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De los distintos campos analizados para calcular el exponente de can-
celacion xk podemos decir que las componentes horizontales de la velocidad y
de la vorticidad no parecen seguir una clara ley de potencias (ya sea porque
el rango de escala compatible con este comportamiento es angosto, porque la
funcion x () presenta fuertes fluctuaciones, o porque aun luego de hacer un
ajuste en el rango angosto de escalas se obtuvieron valores de k pequenos).
Esto indica que estas componentes de los campos no son singulares de signo.
Por el contrario, la componente vertical de la velocidad y la vorticidad en
conjunto con la helicidad si manifiestan un comportamiento acorde a una ley
de potencias en el rango inercial.

Por lo visto en la seccion 3.2.1, podemos obtener informacion de la ge-
ometria de las estructuras correlacionadas de los campos mediante un analisis
geométrico y del valor del exponente de cancelacion. Ademas, necesitamos
el exponente de Holder de la velocidad que podemos calcular a través de un
analisis dimensional, esto es E(k) ~ k= ~ 2 entonces §v* ~ k=1 ~ (71,
luego considerando invarianza de escalas, obtenemos h = QT’l, donde h sale
de la relacion de la funciéon de estructura de primer orden dv ~ [*. Como
en el caso de un flujo turbulento con rotacion o = 2, entonces h = 1/2. La
dimension de las estructuras resulta

D=d—2(k+h), (4.1)

donde D es la dimension fractal y d la dimension del sistema, en este caso
d=3.

La dimension fractal de las estructuras encontradas es D = 0,6 £+ 0,2,
D =080+0,06y D=0,64+0,2para v,, w, y H respectivamente, para la
simulacion T4, y D = 0,80 + 0,08, D = 0,7+ 0,1 y D = 0,80 + 0,08 para
v, w, y H respectivamente, para la simulacion A2. Estos valores, cercanos a
uno, son compatibles con estructuras con forma de columna.

4.3. Dependencia con el niimero de Reynolds

4.3.1. Simulaciones con helicidad

En esta seccion mostramos como la resolucién espacial de las simula-
ciones, y el nimero de Reynolds, modifica los valores de las magnitudes que
se calculan.

En la figura 4.10 mostramos el espectro de energia F/(k) para resoluciones
lineales de N =512 y N = 1536 puntos de grilla para flujos turbulentos con
rotacion correspondientes a las simulaciones A2 y A3 respectivamente. Las
simulaciones tienen nimero de Reynolds creciente.
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Figura 4.11: Funcién de particiéon x en funciéon de la escala [ en escala logaritmica,
para v, de las simulaciones A2 (arriba) y A3 (abajo). Cada grafico contiene una
linea recta indicando la pendiente de la funcién para valores donde el rango es
compatible con comportamiento inercial. El valor de la pendiente representa el
exponente de cancelacion k indicado en la parte superior de cada gréfico.
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Figura 4.12: Espectros de energia compensados de flujos turbulentos con rotacion
en funcion del namero de onda k en escala logaritmica, para las simulaciones T1
(izquierda) y T4 (derecha). Como guia introducimos una recta horizontal para
identificar el intervalo donde el rango es inercial. El niimero de onda del forzado se
identifica mediante una flecha vertical bajo el espectro.

Podemos ver en la figura 4.10 que los rangos en el cual el espectro
de energia es compatible con un rango inercial aumentan en funcion del
numero de Reynolds. Los valores obtenidos para las simulaciones A2 y A3 son
(Kmin, kmaz) = (11,31) v (kmin, kmaz) = (14, 45) respectivamente, que corre-
sponden a los valores (Zin, Tmaz) = (0,20,0,57) ¥ (Tmin, Tmae) = (0,13, 0,44).
La variacion en las escalas espaciales grandes esta relacionada con el mecanis-
mo forzante de la simulacion, en particular con el nimero de onda del forzante
k¢, mientras que la ampliacion del rango inercial en los valores pequenos de
la escala espacial esta asociada al hecho de que el aumento de la resolucién
espacial de las simulaciones permite aumentar el niimero de Reynolds.

Observamos en la figura 4.11 la funcion de particion x(I) de la componente
z del campo de velocidad de las simulaciones A2 y A3, donde obtuvimos los
valores del exponente de cancelacion 1 = 0,35 +£ 0,04 y « = 0,31 £ 0,03
respectivamente.

Los valores del exponente de cancelacion de las simulaciones en la figura
4.11 son consistentes debido a que estos coinciden dentro de las barras de
error, y el aumento de resolucion reduce el error en la estimacion del valor
del exponente de cancelacion.

4.3.2. Simulaciones sin helicidad

En esta seccion comparamos, al igual que en la seccion anterior, dos sim-
ulaciones con distintas resoluciones espaciales N = 256 y N = 512, ambas
con rotacion y con forzado TG, es decir, sin inyecciéon de helicidad neta.
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Figura 4.13: Funcién de particién x en funciéon de la escala [ en escala logaritmica,
para v, de las simulaciones T1 (izquierda) y T4 (derecha). Cada grafico contiene
una linea recta indicando la pendiente de la funcién para valores donde el rango
es compatible con comportamiento inercial. El valor de la pendiente representa el
exponente de cancelacion x indicado en la parte superior de cada gréfico.

En la figura 4.12 mostramos el espectro de energia F(k) de las simula-
ciones T1 y T4. Las simulaciones tienen nimero de Reynolds creciente.

Notemos en la figura 4.12 que los rangos en el cual el espectro de en-
ergia es compatible con un rango inercial se amplia hacia las escalas mas
pequenias en funcion del nimero de Reynolds, al igual que en el caso de las
simulaciones con helicidad. Los valores obtenidos para las simulaciones T1
y T4 son (Kmin, kmaz) = (6,16) ¥ (Emin, kmaz) = (10,31) respectivamente,
que corresponden a los valores (Zin, Tmaz) = (0,39,1,04) ¥ (Zmin, Tmaz) =
(0,20,0,62)

Presentamos en la figura 4.13 la funcion de particion y(I) de la compo-
nente z del campo de velocidad de las simulaciones T1 y T4, donde obtuvi-
mos los valores del exponente de cancelacion respectivamente k = 0,6 + 0,2
y £ = 0,7 £ 0,1. Nuevamente las simulaciones muestran que el exponente
de cancelacion es el mismo, dentro de las barras de error, y el aumento de
resolucion reduce el error en la estimacion del valor de k.

Es importante destacar que la simulacién T1 con resoluciéon de N = 256
puntos de grilla fue utilizada también para corroborar el método de célculo
de la funcion de particion del codigo paralelo a través de la comparacion

con resultados provenientes de un codigo serial desarrollado inicialmente en
Matlab.
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Figura 4.14: Funcion de particién y en funcion de la escala [ en escala logaritmica,
para v, (izquierda) y para la componente z de la velocidad promediada en el eje
vertical (derecha), de las simulaciones T4 (arriba), A2 (medio) y A3 (abajo). Cada
grafico ilustra una linea recta indicando la pendiente de la funciéon para valores
donde el rango es inercial. El valor de la pendiente representa el exponente de
cancelacion k indicado en la parte superior de cada grafico.
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Figura 4.15: Funcién de particién y en funcién de la escala [ en escala logaritmica,
para w, (izquierda) y para la componente z de la vorticidad promediada en el
eje vertical (derecha), de las simulacién A2. Cada grafico ilustra una linea recta
indicando la pendiente de la funcién para valores donde el rango es inercial. El
valor de la pendiente representa el exponente de cancelaciéon « indicado en la parte
superior de cada gréfico.

4.4. Promedios verticales

Los resultados presentados hasta ahora indican que v, y w, son singulares
de signo en flujos turbulentos rotantes, con las mismas leyes de escala y
exponentes de cancelacion. Esto es compatible con las teorias que predicen
que en el limite de nimero de Rossby tendiendo a cero ambas cantidades
satisfacen la misma ecuaciéon dindmica, que corresponde a la ecuacion del
escalar pasivo en dos dimensiones. Sin embargo, estas teorias son para el
promedio vertical de los campos, mientras que nosotros trabajamos con los
campos en todo el volumen.

Para ser consistentes en la comparacion deberiamos calcular el exponente
de cancelacion sobre magnitudes promediadas verticalmente. Por ese motivo,
en esta seccion mostramos resultados del exponente de cancelacion x al ser
calculado a partir de campos promediados en la direccion paralela al eje de
rotacion Z.

En la figura 4.14 mostramos x(l) para el campo v, de las simulaciones
T4, A2 y A3 (izquierda) y x(I) calculado a partir del campo v, de las sim-
ulaciones T4, A2 y A3 (derecha), donde T, representa el promedio en la
direccion vertical (paralela al eje de rotacion) de la componente z del campo
de velocidad.

Los valores obtenidos del exponente de cancelacion que se muestran en la
figura 4.14 son k = 0,7+0,1 para v, y U, de la simulacion T4, k = 0,35+0,04
y k = 0,31 4 0,07 respectivamente para v, y v, de la simulaciéon A2, y k =
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Figura 4.16: Funcion de particién y en funcién de la escala [ en escala logaritmica,
para H (izquierda) y H promediada en el eje vertical (derecha), de las simulaciones
T4 (arriba), A2 (abajo). Cada gréfico ilustra una linea recta indicando la pendiente
de la funcién para valores donde el rango es inercial. El valor de la pendiente

representa el exponente de cancelaciéon x indicado en la parte superior de cada
grafico.
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0,31£0,03 y k = 0,25+0,06 para v, y v, de la simulacion A3. Observamos que
para todas las simulaciones el valor del exponente de cancelacion k coincide
dentro de las barras de error para v, y para v,. Al haber rotacion, el flujo se
vuelve fuertemente anisoétropo, de manera que el campo sin promediar tiene
un comportamiento similar al campo promediado en Z.

Presentamos en la figura 4.15 x(I) para el campo de vorticidad w, en la
simulacion A2 (izquierda) y x(I) para el campo @,, donde @, representa el
promedio en la direccion vertical (paralela al eje de rotacion) de la compo-
nente z del campo de vorticidad. Los valores del exponente de cancelacién
resultantes son kK = 0,36 = 0,04 y kK = 0,30 + 0,07 para w, y w,.

Finalmente, en la figura 4.16 mostramos x(l) para el campo H de las
simulaciones T4 y A2, y x(I) para H de las mismas simulaciones, con H el
promedio en la direccion vertical (paralela al eje de rotacion) de la helicidad.
Los exponentes de cancelacion de la helicidad son x = 0,7 £0,1 para H y H
de la simulacion T4, y k = 0,35 £ 0,04 para H y k = 0,22 + 0,06 para H de
la simulacion A2.

Al analizar los resultados obtenidos para el exponente de cancelaciéon en
las simulaciones de flujo turbulento con rotaciéon, vale la pena remarcar que
obtenemos el mismo valor de x para los campos v,, w, y H, y para los campos
promediados a lo largo del eje de rotaciéon z en todas las simulaciones. Esto
se debe a lo explicado anteriormente: al haber rotacién, el flujo sufre a una
bidimensionalizaciéon, y mientras menor sea el nimero de Ro mayor sera el
acuerdo de los resultados con los obtenidos para el campo promediado en la
direccion del eje de rotacion.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo calculamos el exponente de cancelacion para poder estu-
diar la variacion en el signo de una magnitud en distintas escalas a partir de
datos provenientes de simulaciones directas de la ecuacion de Navier-Stokes
y de la ecuacién de conservaciéon de momento en un sistema rotante, para un
volumen (27)3 con condiciones de contorno peridicas. Se utilizaron simula-
ciones de flujos excitados con dos tipos de mecanismos forzantes distintos;
estos son: forzado de Arnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green
(TG). Analizamos simulaciones con 512 y 1536 puntos lineales de grilla, con
nimeros de Reynolds entre 1100 y 5100. Las simulaciones con rotacion tienen
nimero de Rossby entre ~ 0,06 y 10.

Calculamos el exponente de cancelacion para las componentes cartesianas
del campo de velocidad y de vorticidad, y para la helicidad. Para calcular
el exponente de cancelacion desarrollamos un codigo paralelo permitiendo el
analisis de simulaciones numéricas directas mediante un cluster con memoria
distribuida. El nimero de procesadores utilizdo para el andlisis vari6 entre
24 y 96.

Para las simulaciones con rotaciéon nula o despreciable encontramos que
el exponente de cancelacion x para las componentes cartesianas x, y, y z de
la velocidad es similar en sus tres componentes. El rango de escalas en el
cual existe una clara ley de potencias para la funcién de particion es consid-
erablemente menor que el rango en donde el espectro de energia es aproxi-
madamente inercial, con lo cual no podemos afirmar que las componentes del
campo de velocidad son singulares de signo. Para el caso de las componentes
del campo de vorticidad, al igual que la velocidad, las tres componentes son
similares y satisfacen una ley de potencias en un rango menor que el rango
inercial de la energia, solo que en este caso una ley de potencias ajusta con
menor error a la funcién de particion.

En las simulaciones con rotacién obtuvimos una diferencia apreciable en
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el valor del exponente de cancelacion para las componentes horizontales (per-
pendiculares al eje de rotacion) y la componente vertical (paralela al eje de
rotacion) del campo de velocidad y vorticidad. De hecho, para el caso de las
componentes horizontales no se encontr6 una clara ley de potencias en un
rango lo suficientemente grande como para poder afirmar que existe una ley
de escala sobre estas magnitudes, y en el caso particular de las componentes
horizontales de la velocidad el valor del exponente de cancelacién encontrado
es del orden de su error.

La componente vertical de los campos de velocidad y vorticidad para las
simulaciones con rotaciéon muestra una clara ley de escala en la funcion de
particion x () en un rango de escalas comparable al rango en que la energia es
aproximadamente inercial. Ademas, los valores del exponente de cancelaciéon
del campo de velocidad y de vorticidad para la componente z resultan iguales
dentro de las barras de error para cada simulacion (distinguiendo las simu-
laciones con y sin helicidad).

Esto es compatible con las teorias que predicen que en el limite de niimero
de Rossby tendiendo a cero ambas cantidades promediadas en la direccion
del eje de rotacion satisfacen la misma ecuacién dinamica, que corresponde
a la del escalar pasivo.

La rotacion afecta el fluyjo de manera que en el limite de Ro — 0 la
componente perpendicular al eje de rotaciéon del campo se comporta como
en un flujo bidimensional, mientras que la velocidad vertical (direccion a lo
largo del eje de rotacion) satisface la ecuacion de un escalar pasivo, lo que
significa que tiene una dindmica independiente a la componente horizontal,
y en el limite de nimero de Reynolds infinito, su varianza es un invariante
en el rango inercial.

Sin embargo, estas teorias son validas para el promedio vertical de los
campos, por lo cual comparamos también el exponente de cancelacion de
las componentes verticales del campo de velocidad y vorticidad calculados
a partir del campo promediado en la direcciéon vertical, con la componente
vertical del campo sin promediar. Los valores del exponente de cancelacion
de la componente vertical del campo de velocidad y vorticidad son, dentro
del error, los mismos si se calculan para el campo tridimensional o para su
promedio vertical.

Hallamos que la helicidad se ajusta a una ley de potencias en todas las
simulaciones, variando en el rango de escalas segiin la simulacién. Lo cual es
compatible con que la helicidad se conserva en el rango donde la energia es
inercial y en el limite de Re infinito es un invariante en dicho intervalo.

Finalmente, obtuvimos informacion de la geometria de las estructuras
correlacionadas de los campos en los cuales existe una ley de escalas, medi-
ante un anélisis geométrico, y usando el valor del exponente de cancelacién
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y del exponente de Holder de la velocidad. Encontramos en varios casos val-
ores cercanos a uno para la dimension fractal de las estructuras, lo cual es
compatible con estructuras con forma de columna.

El uso del exponente de cancelacién resulta una herramienta ttil para
identificar comportamientos en un flujo turbulento que serian dificiles de
obtener estudiando solamente las leyes de escala seguidas por los espectros o
las funciones de correlacion y de estructura. Para ahondar en el entendimien-
to del comportamiento en los cambios bruscos de signo de los campos de
velocidad y vorticidad en conjunto con la helicidad en flujos turbulentos con
rotacion, entendemos necesario el estudio sobre simulaciones con mayor can-
tidad de puntos de grilla y mayor niimero de Reynolds, de manera de poder
describir en forma mas completa los campos, identificar comportamientos
asintoticos, y acercarnos mas al limite de Reynolds infinito.
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