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ResumenEn un �ujo turbulento la intermitenia está relaionada on la presen-ia de estruturas loalizadas en distintas esalas. La proximidad o lejaníade dihas estruturas puede llevar a rápidas variaiones en las derivadas delampo, y también a rápidos ambios de signo. En este trabajo, para poderestudiar la variaión en el signo de una magnitud en distintas esalas en un�ujo turbulento rotante utilizamos el exponente de anelaión. Utilizamosdatos del ampo de veloidad provistos por simulaiones numérias diretason dos tipos de meanismos forzados distintos: Arnold-Beltrami-Childress(ABC) y de Taylor-Green (TG), on resoluiones espaiales lineales de 256,
512 y 1536 puntos de grilla, on números de Reynolds entre 1100 y 5100 ynúmeros de Rossby entre 0,06 y 10. El álulo del exponente de anelaiónpara las tres omponentes artesianas del ampo de veloidad y de la vorti-idad, y para la heliidad se realizó usando un odigo paralelo desarrolladopara este trabajo.En las simulaiones donde la rotaión es nula o despreiable enontramosque el rango en el ual las omponentes del ampo de veloidad y vortiidadsatisfaen una ley de potenias es pequeño omparado on el rango en el ualel espetro de energía es ompatible on un rango inerial, por lo que nopodemos deir que sean singular de signo. Por otro lado, en las simulaioneson rotaión observamos una ley de esalas en la omponente vertial delampo de veloidad y vortiidad, y omprobamos que sus leyes de esalason las mismas. Enontramos que la heliidad también satisfae una ley deesalas para las simulaiones on y sin rotaión; este resultado ondie onel heho de que la heliidad se onserva en el rango inerial y en el límite
Re → ∞ es un invariante de las euaiones de movimiento.Considerando las simetrías de los �ujos rotantes alulamos el exponentede anelaión para la omponente vertial del ampo de veloidad y vortii-dad promediadas en la direión paralela al eje de rotaión. Observamos quepara todas las simulaiones el valor del exponente de anelaión oinide onlos obtenidos para las omponentes en volumen, y es nuevamente el mismopara la veloidad y la vortiidad. Esto puede expliarse onsiderando que enpresenia de rotaión, el �ujo se vuelve fuertemente anisótropo, y en el límitede rotaión fuerte las omponentes vertiales de la veloidad y la vortiidadson advetadas omo esalares pasívos.
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Capítulo 1IntroduiónLa dinámia de los �uidos inompresibles está desripta en forma om-pleta por la euaión de Navier-Stokes [21℄, en la ual ompiten e interatuánproesos produidos por interaiones no-lineales, friión interna, forzantesexternos y ondiiones de borde. El omportamiento del �ujo será tan di-verso omo las diferentes formas en que se ombinen los proesos naturalesintrínsios de la dinámia del �uido.En partiular, el estado turbulento, resultado del predominio de las in-teraiones no-lineales frente a la disipaión visosa, puede observarse enabundantes formas en la naturaleza, omo por ejemplo en �ujos geofísiosy astrofísios. La razón entre la amplitud de estos dos proesos es desriptaa través del número de Reynolds, el ual puede tomar valores tan grandesomo Re ≈ 108 o mayor en la atmósfera y en los oéanos [58℄, y Re ≈ 1012o mayor en �ujos astrofísios [56℄. Estos fenómenos todavía no pueden sersimulados ompletamente por medio de simulaiones numérias diretas de-bido a la apaidad limitada de poder de álulo de las superomputadorasatuales [32℄. Por lo ual se busa identi�ar araterístias estadístias del�ujo turbulento a través de dos propiedades que lo de�nen: las leyes de esalay la intermitenia.En un �ujo turbulento, antidades omo la energía, la enstrofía y la he-liidad suelen araterizarse on espetros (o funiones de orrelaión) quesiguen leyes de potenia. Así, iertas magnitudes estadístias del �ujo sonlas mismas para diferentes longuitudes de interés, salvo por un fator de es-ala. Esto nos da la posibilidad de omprender proesos en rangos de esalasmayores que las que podemos simular omputaionalmente.Sin embargo, los �ujos turbulentos suelen también ser intermitentes [59℄.Si un dado momento de la distribuión de probabilidad de la veloidad del�uido es invariante de esala on un exponente de esala dado, los demásmomentos (en general, de orden mayor) están araterizados por exponentes6



de esala que no pueden ser predihos trivialmente a partir del primero. Entérminos simples, al observar esalas ada vez más pequeñas, los �ujos turbu-lentos tienen ada vez más probabilidad de desarrollar eventos muy energéti-os loalizados espaial y temporalmente. Este aumento de la probabilidadon la disminuión de la esala resulta en una ruptura de la invariania deesala perfeta, y en estadístia no-Guassiana para las �utuaiones de laveloidad.La araterizaión de estos eventos extremos es una parte importante delestudio de los �ujos turbulentos. Mientras que existen muhas herramientaspara araterizar la intermitenia en �ujos isótropos y homogéneos (la funiónde estrutura por ejemplo) [19℄, en �ujos anisótropos su estudio se enuentramenos desarrollado.Un ejemplo importante de �ujos anisótropos está dado por los �ujosrotantes. Flujos de gran esala en la atmósfera y en los oéanos se ven predom-inantemente afetados por la rotaión de la tierra. La rotaión, además, sepresenta en muhos �ujos de interés ingenieril [15℄. La ruptura de la isotropíaen un �ujo a través de la rotaión esta aompañada por un reordenamientode la energía y de los ampos de veloidad y vortiidad, el ual trataremosde identi�ar y expliar en este trabajo.En esta tésis usaremos el exponente de anelaión para estudiar las leyesde esala y la intermitenia en �ujos turbulentos. El mismo nos dará infor-maión sobre las variaiones rápidas en el signo de un ampo para esalasarbitrariamente hias [55℄.La estrutura de la tesis es la siguiente. En el apítulo 2 introduimosfundamentos y noiones básias para el entendimiento y desripión de los�ujos turbulentos, expliando las formas en que se lo arateriza. Se introduebrevemente la teoría de Kolmogorov (K41) desde una visión fenomenológi-a, se desarrollan sus resultados mas releventes, y se introdue el oneptode intermitenia, neesario para entender algunas de las limitaiones de lateoría. Finalmente, presentamos algunas herramientas y extensiones de lateoría K41 neesarias para entender el omportamiento del aso anisótropode la turbulenia en un sistema rotante. En el apítulo 3 desribimos las her-ramientas y los métodos utilizados para la produión y el análisis de datosprovenientes de simulaiones numérias diretas. Introduimos el exponentede anelaión y el proedimiento usado en esta tesis para el álulo del mis-mo por medio de proesadores en paralelo. El apítulo 4 está dediado a laexposiión y análisis de los resultados obtenidos, omparando el exponente deanelaión y su ley de esala entre �ujos isótropos y �ujos rotantes. Dentrode este último estudiamos el ordenamiento del �ujo y la existenia de leyesde esala debidas a la rotaión, y onstrastamos on la teoría de ondas para�ujos rotantes a través de los ampos promediados sobre el eje de rotaión del7



sistema. Finalmente presentamos las onlusiones del trabajo en el apítulo6.

8



Capítulo 2TurbuleniaEn este apítulo introduimos oneptos básios del estudio de la turbu-lenia que serán útiles en los apítulos siguientes. Expliaremos los elementosbásios de la dinámia de �uidos a través de la euaión de Navier-Stokes,para luego desribir la diferenia entre un �ujo laminar y uno turbulentopor medio del número de Reynolds y la existenia de simetrías en el �ujo.Inluimos la de�niión de la funión de estruturas que será fundamentalal momento de presentar la teoría desarrollada en 1941 por Kolmogorov, laual es una pieza fundamental en el entendimiento atual de la turbulenia.Finalmente, abordamos el aso de la turbulenia en un sistema rotante, queserá tratado en gran parte de esta tésis.2.1. Turbulenia isótropa y homogéneaEl estudio de la dinámia de los �uidos es usualmente abordado desdela meánia lásia, es deir, desde la meánia Newtoniana. Los axiomasfundaionales de la dinámia de �uidos son las leyes de onservaión. Con-sideraremos el �uido omo un ontinuo de materia, a pesar de que estos estánonformados por moléulas. La esenia de la aproximaión al ontinuo yaeen que la veloidad y otras propiedades del �ujo puedan ser de�nidas omopromedios sobre regiones del espaio e intervalos temporales que sean grandesomparadas on las del movimiento moleular, y pequeñas omparadas onesalas araterístias del �ujo ontinuo [6℄. Nos interesaremos en los �uidosuya razón de deformaión es lineal on respeto al esfuerzo realizado sobreeste, siendo esta relaión de�nida omo la visosidad, los uales son llamados�uidos newtonianos. La euaión de Navier-Stokes surge de la onservaióndel momento de un �uido. En partiular, para un �uido inompresible yhomogéneo newtoniano es [44℄ 9



∂tv + (v · ∇)v = ν∇2v −
∇p

ρ
+ f , (2.1)

∇ · v = 0, (2.2)donde v es el ampo de veloidad, p la presión, f las fuerzas externas y νla denominada visosidad inemátia de�nida omo ν = µ
ρ
donde µ es lavisoidad dinámia del �uido y ρ su densidad. El segundo término de laizquierda en la euauión se denomina término onvetivo, mientras que elprimer termino de la dereha orresponde a los esfuerzos visosos.La diferenia entre un �ujo laminar y uno turbulento está intimamenterelaionada on la ompetenia entre el término onvetivo y el de esfuerzosvisosos. Adimensionalizando la euaión de Navier-Stokes y esribiendo adauno de sus términos a través de esalas araterístias L, U y T , podemosver que la razón entre los términos onvetivo y visoso es [18℄,

Re =
UL

ν
, (2.3)que se onoe on el nombre de número de Reynolds. El mismo relaiona latransferenia de momento inerial on la transferenia de momento moleular.Cuando el número de Reynolds es pequeño la visosidad suaviza los gra-dientes en la veloidad, es deir, el �uido �uye en apas paralelas sin en-tremezlarse; a este estado del �ujo se lo onoe omo laminar. Cuandoel número de Reynolds es grande, el movimiento es dominado por las no-linealidades, generando, entre otras osas, movimiento en esalas mas pe-queñas que a su vez generan movimientos en esalas aún mas pequeñas.Debido a que la generaión de movimiento en esalas menores es multiplia-tiva y ada vez más rápida es que se onoe este proeso omo asada. Elestado estadístiamente estaionario de la turbulenia inluye a la onjuniónde todas estas esalas [21℄.2.1.1. Simetrías y onservaiónSe ree que la euaión de Navier-Stokes ontiene todas las araterís-tias importantes de la turbulenia. Deberíamos poder obtener entones apartir de esta misma todos los omportamientos posibles de un �ujo, des-de el estado laminar hasta el turbulento ompletamente desarrollado. Paraestudiar los omportamientos intermedios se utiliza omo parámetro de on-trol el número de Reynolds. Con el �n de ilustrar el desarrolllo de un �ujoturbulento, nos entraremos en un ejemplo en partiular [21℄, el aso de un�ujo externo que inide sobre un ilindro omo se muestra en la �gura 2.1.10



Figura 2.1: : Esquema que muestra el efeto de un �ujo uniforme al inidir sobreun ilindro. De arriba haia abajo y de izquierda a dereha aumenta el númerode Reynolds del �ujo, evoluionando del estado laminar hasta el de turbuleniaompletamente desarrollada. En la �gura, x es la direión horizontal, y la vertialy z la direión saliente de la hojaPara número de Reynolds pequeño, se observa simetría de re�exión espaialen el �ujo respeto a los ejes x e y, e invarianza en el tiempo y traslaionalen el eje z (�gura 2.1 (a)). Todas estas simetrías satisfaen la euaión deNavier-Stokes menos la inversión en el eje x; sin embargo, esta se satisfae enla euaión de Stokes, uando se despreia el término no-lineal de la euaiónde Navier-Stokes. Al aumentar la veloidad del �ujo inidente (y en onse-uenia el número de Reynolds), se rompe la simetría en el eje x, lo ualmuestra omo empieza a dominar el término no-lineal al aumentar el númerode Reynolds. Luego, se rompe la simetría temporal debido a una bifuraiónde Andronov-Hopf que hae que el �ujo se onvierta en periódio en el tiem-po (�gura 2.1 (b)); esto no quiere deir que se rompe la invarianza, sino queel sistema pasa de tener una invarianza ontínua a una disreta. De la mismaforma suede on la simetría en y, que se rompe y se forman los aminos deKármán; ada medio período los remolinos del margen superior serán igualesa los del margen inferior, omo se observa en la �gura 2.1 (). No se sabepara que número de Reynolds se rompe la simetría en z, pero hay evideniasnumérias y experimentales que indian que uando el número de Reynoldsexede un valor rítio la invarianza se rompe espontáneamente. Luego existeun umbral para el ual el �ujo se hae aótio en su dependenia temporal y�nalmente, aguas abajo, el �ujo presenta un desorden espaial que se onoeomo turbulenia isótropa y homogénea, debido a que estadístiamente su11



aspeto no ambia ante rotaiones y traslaiones (�gura 2.1 (d) y (e)). El�ujo turbulento para número de Reynolds lo su�ientemente grande omopara que las simetrías rotas se vuelvan a reuperar en un sentido estadís-tio, se llama turbulenia ompletamente desarrollada [53℄. En este trabajotrataremos siempre on turbulenia ompletamente desarrollada.Condiiones de ontorno periódiasPara poder apreiar las simetrías de la euaión de Navier-Stokes hayque expliitar las ondiiones de ontorno. Una manera de resolver esto enla teoría es eliminar las ondiiones de ontorno y onsiderar que el �uidollena todo el espaio tridimensional. Sin embargo, esto onlleva a problemasnumérios, por lo que asumiremos espaialmente ondiiones de ontornoperiódias (c.c.p.), esto es [24℄:
v(x+ nL, y +mL, z + qL) = v(x, y, z) (2.4)para todo x, y, z y todo n, m y q entero, donde L es el período del dominioespaial. Así se podrán haer todos los álulos para x, y, z entre 0 y L y�nalmente onsiderar L → ∞ uando sea neesario. A partir de las c.c.p. lafuerza sobre ualquiera de los ontornos se puede trasladar al �uido de lasuper�ie opuesta, lo que da libertad para eliminar el término de presión enla euaión de Navier-Stokes. La euaión de Navier-Stokes se puede esribirentones a través de la vortiidad ω = ∇× v omo:

∂tω = ∇× (v × ω) + ν∇2ω, (2.5)y la vortiidad también es periódia en el dominio.Leyes de onservaiónEl teorema de Noether enunia que podemos enontrar una magnitudonservada por ada simetría en un sistema que pueda ser desripto pormedio de una funión de Lagrange. Las simetrías onoidas de la euaión deNavier-Stokes son: traslaión espaial, traslaión temporal, transformaióngalileana, simetría de paridad, invarianza de rotaión y transformaión deesala [52℄. Estas simetrías no son ompletamente relevantes para nuestroproblema de interés debido a que la euaión de Navier-Stokes es disipatíva.Sin embargo se aplian a la euaión de Euler (ν = 0) y son útiles para poderomprender las onservaiones globales en el límite de la visosidad yendo aero. 12



Veamos omo podemos entender estas onservaiones apliadas a un mag-nitud arbitraria. Consideremos f(r) omo una funión espaial ualquiera.El promedio sobre un volumen BL de dimensión araterístia L será:
〈f〉 =

1

L3

∫

BL

f(r)dr. (2.6)Las prinipales onservaiones onoidas en la euaión de Euler son:onservaión del momento
d

dt
〈v〉 = 0, (2.7)onservaión de la energía

d

dt
〈
1

2
v2〉 = 0, (2.8)onservaión de la heliidad

d

dt
〈
1

2
v · ω〉 = 0. (2.9)A partir de estas magnitudes en el aso de la euaión de Navier-Stokes sepuede llegar a las relaiones

d

dt
E = −2νΩ,

d

dt
H = −2νHω, (2.10)donde

E =
〈1

2
|v|2

〉

,Ω =
〈1

2
|ω|2

〉

, H =
〈1

2
v · ω

〉

, Hω =
〈1

2
ω · ∇ × ω

〉

. (2.11)También se de�ne la tasa de disipaión de la energía, una magnitud muyutilizada en turbulenia, omo:
ǫ =

d

dt
E. (2.12)Todas estas magnitudes y sus respetivas relaiones de balane son degran importania al momento de araterizar un �ujo.13



2.1.2. Funiónes de estruturaPara poder desribir las propiedades de un �ujo turbulento es omúnutilizar el ampo de veloidad del �ujo, y en partiular los inrementos yorrelaiones espaiales del mismo [33℄. Se de�nen las funiónes de inremen-to de primer orden y de orrelaión a dos puntos del ampo de veloidadrespetivamente omo
δv(r, l) = v(r + l)− v(r), (2.13)
C(r, l) = v(r) · v(r + l). (2.14)El ampo de veloidad, estadístiamente, está ompletamente desriptoa través de todos los momentos del inremento. En partiular suelen onsid-erarse los momentos del inremento longitudinal de�nidos omo

Sp(l) =
〈[

(δv||(r, l))
]p〉

=

〈[

(v(r + l)− v(r)) ·
l

|l|

]p〉

. (2.15)Se llama a Sp la funión de estrutura de orden p. En un �ujo turbulentoexiste un rango de esalas en los que estas funiones siguen una ley de esalas
Sp ∼ lξp , (2.16)donde ξp son los exponentes de esala [36℄. Los exponentes ξp son usados paraaraterizar la intermitenia en turbulenia isótropa y homogénea, pero noson útiles en �ujos anisótropos.Es importante notar que algunos de los momentos de los inrementoslongitudinales están relaionados on el espetro de Fourier de la energíay su �ujo. Esta propiedad es muy útil debido a la apaidad para poderuanti�ar la antidad de energía ontenida en una esala determinada, esdeir, para ada omponente del espetro de Fourier k asoiada a una esaladel sistema l ∝ 1/k. Utilizando el teorema de la onvoluión se puede verque el espetro de Fourier de la energía es proporional a la transformadaFourier de la funión orrelaión. Desarrollando la funión de estrutura desegundo orden obtenemos

S2(l) = 〈v2(r)〉 − 2〈v(r) · v(r + l)〉+ 〈v2(r + l)〉 = −2C(l) + 2U2, (2.17)donde C(l) = 〈C(r, l)〉 y U2 es la veloidad uadrátia media. Podemosobservar entones la relaión de la funión de estrutura de segundo ordeny el espetro de energía a través de la funión de orrelaión, la ual es de14



gran importania, ya que podemos onoer la energía del sistema midiendola funión de estrutura de segundo orden del ampo de veloidad.En resumen, onoer el espetro, la funión de orrelaión, o la funiónde estrutura de segundo orden es de suma importania para araterizar lasleyes de esala que sigue el �ujo, y por lo tanto para estudiar la turbulenia.2.2. Teoría de Kolmogorov de 19412.2.1. IntroduiónAntes de estudiar los �ujos rotantes, onviene onsiderar la teoría básiaque desribe las leyes de esala que se observan en turbulenia isótropa yhomogénea ompletamente desarrollada. Esta teoría se basa en los oneptosde espetros y funiones de estrutura desriptos mas arriba, y fue presentadapor Kolmogorov en 1941 [40, 41, 42℄.2.2.2. Rango inerialPara omprender la teoría de 1941 de Kolmogorov, primero debemos re-stringir el rango de esalas en el ual ésta se umple. En un �ujo turbulentotenemos tres esalas araterístias: la esala de inyeión de energía del sis-tema, la esala disipativa, y entre estas dos tenemos el rango inerial, quees el intervalo que satisfae leyes de esala. La forma estrita de de�nir elrango inerial es a través de la ley de los 4/5 que veremos más adelante; sinembargo el rango inerial se puede omprender desde un sentido más físio.Diremos que estamos observando esalas en el rango inerial uando en elestado estaionario de un �ujo turbulento, desde un punto de vista estadís-tio, la energía entrante en esa esala es igual a la energía saliente, que esequivalente a deir que solamente hay interaiones no-lineales en este rangoy por lo tanto el forzado externo y las fuerzas visosas pueden ser desprei-adas. Podemos entender entones al rango inerial omo el rango en el uallos vórties mas grandes exitan vórties mas pequeños, que a su vez exi-tan otros mas pequeños sin perdida de energía debido a la visosidad. Estolo modela por primera vez Rihardson a través del esquema de asada deenergía que se muestra en la �gura 2.2. El modelo de Rihardson neesita dedos fuertes hipótesis: que las interaiones entre esalas sean úniamente anivel loal, y que en este rango se umpla invarianza de esala [60℄, ambashipótesis asumidas luego por la teoría de Kolmogorov.Considerando la �gura 2.2 podemos pensar que los vórties de mayortamaño serán del orden de la esala integral, es deir, de la esala en la que15



Figura 2.2: : Esquema que muestra la visión de Rihardson de la transferenia deenergía a través de las esalas en el rango inerialse produe la turbulenia, mientras que los mas pequeños serán del tamañode la esala disipativa. En ausenia de intermitenia y en tres dimensiones,el número de vórties on tamaño araterístio l aumenta omo l3n, paraasegurar que los vórties pequeños llenen el espaio oupado por los vórtiesmas grandes (n es el número de paso en la asada). La energía introduidaen la esala del forzante es entones transferida a las esalas mas pequeñasen forma jerarquizada y �nalmente removida en la esala disipativa.Para entender la loalidad entre interaiones pensemos en la distorsiónde un vórtie de tamaño l, que depende fuertemente de la izalla, es deir,del gradiente de veloidad. Para esalas araterístias l la izalla será
sl ∼

vl
l
, (2.18)donde vl es la veloidad araterístia en la esala l. Asumiendo que la ve-loidad sigue una ley de esalas vl ∼ lα, para α < 1 la izalla sigue una ley

sl ∼ lα−1 on exponente negativo. Esto implia que la izalla mas pequeñaestará onentrada en las esalas mas grandes, es deir, la esala integral,mientras que la izalla será mas grande en las esalas mas hias, es deir, enel rango disipativo. La distorsión que sufrirá un vórtie de tamaño l respetode otro de tamaño mayor será pequeña, debido a que la izalla en esalasmayores es muy pequeña. Por otro lado la distorsión que sentirá este vórtierespeto de otros vórties mas pequeños también será hia, debido a que losvórties pequeños tendrían que atuar oherentemente sobre el mayor parapoder distorsionarlo efetivamente [21℄. Como resultado, si α < 1 se puede es-perar que solamente los vórties de tamaño pareido a nuestro vórtie iniial16



puedan deformarlo.La validez de la hipótesis de loalidad se veri�ó reientemente en simu-laiones a números de Reynolds altos [68, 32, 31℄.En uanto a la invarianza de esalas podemos deir que ésta será violadasi los vórties pequeños no oupan el mismo espaio que los vórties grandes.Este es efetivamente el aso en los �ujos turbulentos, donde la intermiteniahae que los vórties mas pequeños se onentren y loalien en el espaio yen el tiempo [45, 28, 46℄.2.2.3. Fenomenología de la turbuleniaConsideremos un vórtie de tamaño l que ambia al ser deformado; si tles el tiempo de giro del vórtie, entones en ausenia de otro tiempo ara-terístio es razonable pensar que también es el tiempo de transferenia de suenergía desde l haia esalas mas pequeñas [21℄. Podemos entones onsiderarque el �ujo de energía entre esalas Πl será proporional a la energía inétiasobre el tiempo tl, esto es
Πl ∼

v2l
tl

∼

v3l
l
, (2.19)donde vl india la veloidad típia asoiada a la esala l (estritamentehablando, vl orresponde a S1(l), la funión de estrutura de primer orden,

v2l orresponde a S2(l), et.). En el rango inerial, donde no hay inyeióndireta ni disipaión de energía, el �ujo de energía deberá ser independientede l e igual a la tasa de energía media disipada ǫ, es deir, Πl ∼ ǫ, lo queimplia que la veloidad araterístia en la esala l será
vl ∼ ǫ1/3l1/3. (2.20)Esto expresa que el ampo de veloidad es un invariante de esala on expo-nente h = 1/3. Luego, el tiempo araterístio de un vórtie de tamaño l es

tl ∼ ǫ−1/3l2/3. Notar que estos exponentes son onsistentes on la hipótesisde loalidad de interaiones disutida previamente.Cuando la esala l se aera a la esala integral l0, es deir, la esalade la produión de la turbulenia, entones será v0 ∼ ǫ1/3l
1/3
0 , o en formaequivalente ǫ ∼

v3
0

l0
.Para obtener la esala mas pequeña del rango inerial, veamos que eltiempo típio en que la difusión visosa atenúa exitaiones en la esala l es

tdifl ∼

l2

ν
, (2.21)17



el ual tiende a ero on l muho más rápido que tl. Sin importar que tan pe-queña sea la visosidad, la difusión será relevante por debajo de alguna esala[42℄. Igualando los dos tiempos obtenemos la esala disipativa de Kolmogorov
η ∼

(ν3

ǫ

)1/4

. (2.22)2.2.4. Hipótesis de la teoríaEl análisis dimensional en la seión anterior, y los siguientes resultadosque disutiremos, requieren de iertas hipótesis que onviene expliitar.Como dijimos anteriormente, Kolmogorov asume que el �ujo turbulentoes invariante ante ambios de esalas dentro del rango inerial, lo que signi�aque las propiedades de un �ujo serán iguales exepto por un fator de esalaen todas las esalas del rango inerial. Esto puede expresarse por la siguienteeuaión para las funiónes de estrutura del ampo de veloidad v:
δv(x, λl) = λhδv(x, l), (2.23)para todo valor de x y todo valor de los inrementos l y λl pequeños ompara-dos on la esala del forzado, de manera que no se esté tomando el ampo develoidad fuera del rango inerial. Esta hipótesis equivale a asumir la ausen-ia de intermitenia, y permite obtener los momentos de ualquier orden Sponoiendo que S1(l) ∼ ǫ1/3l1/3 (euaión (2.20)).Kolmogorov también asume universalidad en los �ujos turbulentos. Uni-versalidad es la independenia que tiene el omportamiento de un �ujo tur-bulento respeto a la forma de inyeión de energía que este tenga. Estopuede verse omo la invarianza de las leyes de esala respeto a los distintosmeanismos posibles de forzado.La última hipótesis que utiliza Kolmogorov para desarrollar su teoría esque un �ujo turbulento tiene una tasa de disipaión media ǫ por unidad demasa �nita y distinta de ero aún en límite de la visosidad yendo a ero.2.2.5. Ley de los 4/5La ley de los 4/5 es un resultado de gran relevania, debido a que esun resultado exato para la expresión de la funión de estrutura de tererorden del inremento longitudinal de la veloidad. Kolmogorov derivó esteresultado de la euaión de Navier-Stokes asumiendo homogenidad, isotropíay la última de las hipótesis antes menionadas [40℄.La ley die lo siguiente: en el límite de Re → ∞, la funión de estruturalongitudinal de un �ujo turbulento homogéneo e isótropo en el rango inerial,18



está dada en término de la tasa media de disipaión por unidad de masa ǫpor la expresión
〈
[

δv(r, l)
]3
〉 = −

4

5
ǫl. (2.24)Este resultado sirve de ondiión de iniio para muhas teorías de tur-bulenia isótropa y homogénea ya que es exato y no trivial. La derivaiónformal de este resultado puede verse en [21℄. Sin embargo, en el ontextode esta tesis, puede veri�arse failmente asumiendo invarianza de esalatomando el ubo de la euaión (2.20), que resulta en vl

3
∼ ǫl.2.2.6. Prinipales resultados de la teoría de KolmogorovConsiderando la hipótesis de autosimilaridad de un �ujo turbulento isótropoy homogéneo en el rango inerial, y tomando el resultado para la veloidadaraterístia en la esala l (o para la funión de estrutura de primer or-den) expresado por la euaión (2.20), podemos obtener los exponentes deesala del �ujo, o equivalentemente, una ley de esalas para las funiones deestrutura de todos los órdenes.Primero notemos que por isotropía y homogenidad Sp(l) = Sp(l); luegoomo el �ujo es autosimilar la funión de estrutura de orden p satisfae

〈δv||(r, λl)〉
p = λph〈δv||(r, l)〉

p. (2.25)Luego, omo se debe umplir la euaión (2.20), es deir, para la funiónde estrutura de orden p = 1, obtenemos que h = 1/3. Por lo que llegamosal resultado de que para la funión de estrutura de orden p

Sp(l) = 〈(δv(l))p〉 ∝ lp/3. (2.26)Luego, por medio de un análisis dimensional obtenemos
Sp(l) = Cpǫ

p/3lp/3, (2.27)donde Cp es adimensional y para p = 3, C3 = −4/5, el ual es universale independiente del �ujo onsiderado por la ley de los 4/5 disutida en laseión anterior.Que la funión de estrutura de segundo orden sea proporional a l2/3implia una ley de potenias de k−5/3 para el espetro de energía E(k). Enforma mas preisa,
E(k) ∝ ǫ2/3k−5/3. (2.28)19



El resultado obtenido por Kolmogorov para E(k) es muy utilizado en elestudio de �ujos turbulentos, siendo una muy buena aproximaión para elespetro de energía en el aso de un �ujo isótropo y homogéneo.2.2.7. Limitaiones de la teoría de Kolmogorov e inter-miteniaA pesar de que la teoría de Kolmogorov predie orretamente algunosresultados, omo el espetro de energía E(k) en el rango inerial y la ley delos 4/5 (úniamente este último es un resultado exato para �ujos isótropos)la limitaión prinipal de la teoría de Kolmogorov es la de asumir autosimi-laridad dentro del rango inerial. Para desribir mejor el omportamiento deun �ujo turbulento hay que onsiderar los efetos de intermitenia en el rangoinerial, que orresponden a desviaiones de la estrita autosimilaridad.La intermitenia se puede entender entones omo una ruptura de lainvarianza de esalas [4℄. Para un �ujo autosimilar, independientemente de enque esalas nos situemos, siempre observaríamos, estadístiamente, el mismotipo de omportamiento. En un �ujo intermitente el resultado de lo queobservemos va a depender de la esala a la que examinemos. En partiular,en un �ujo intermitente observamos, a medida que onsideramos esalas adavez mas pequeñas, eventos muy energétios y loalizados en el espaio y eltiempo on una probabilidad ada vez mayor (omparada on la ourreniaesperada para una distribuión Gaussiana) [5℄. Cuanto más intermitente seaun �ujo, menos autosimilar será.El heho de que un �ujo turbulento isótropo y homogéneo no sea autosim-ilar se re�eja en desviaiones de las funiones de estrutura de orden p de laley esperada ∼ lp/3 ada vez mayores a medida que se aumenta el orden [7℄[8℄ .2.3. Turbulenia rotanteEn esta tesis onsideramos mayormente �ujos rotantes. En un �ujo rotantela euaión de momento se ve afetada por el término de Coriolis. La euaiónde Navier-Stokes en un sistema de referenia rotante toma la forma
∂tv + v · ∇v = −∇P − 2Ω× v + ν∇2v + f , (2.29)

∇ · v = 0, (2.30)donde Ω = Ωẑ es la rotaión del sistema, el segundo término a la dereha or-responde a la aeleraión de Coriolis, y la aeleraión entrifuga fue absorbida20



dentro de la presión P = p/ρ+ 1
2
|Ω× x|2.La rotaión introdue una direión privilegiada y rompe la isotropíadel sistema. La anisotropía de los �ujos rotantes es de interés en proesosoéanios y atmosférios de gran esala [9℄, que explia fenómenos tales omolos jets atmósferios [67℄ [63℄ y eventos loalizados y altamente energétiosomo los entornos de tornados [34℄. También es importante para ompenderproblemas planetarios y estelares [35℄, y en �ujos magnétios anisótropos [1℄.La ompetenia entre la fuerza de Coriolis y las fuerzas ineriales afetanel omportamiento del �ujo turbulento. La importania que tiene la rotaiónen la dinámia del �ujo es medida a través del número de Rossby

Ro =
U

2ΩL
, (2.31)donde U y L son, respetivamente, la veloidad y longitud araterístiadel sistema. El número de Rossby es justamente la razón entre la fuerzade Coriolis y el término no-lineal de la euaión (2.29). Para Ro → ∞ larotaión, y por lo tanto el término de Coriolis, se haen despreiables, y el�ujo turbulento debería reobrar su isotropía.En el límite de Ro → 0 (rotaión rápida) se ree que el �ujo se vuelvebidimensional (2D) [23℄. Este fenómeno se puede expliar a través de lateoría de ondas resonantes [66℄, que onsidera al ampo de veloidad del �uidoomo una superposiión de ondas ineriales on alta freuenia araterístia,modulada por vórties on esala temporal lenta. De la teoría no-lineal débilse deriva una euaión promediada para la dinámia en esta esala temporallenta [16, 17℄. La euaión explia la transferenia de energía de las esalashias a las grandes (y de los modos tridimensionales a los bidimensionales)a través de la resonania de las interaiones entre tríadas de ondas ineriales[65℄.2.3.1. Teoría de ondas resonantes y euaión promedioAdimensionalizando la euaión de Navier-Stokes rotante sin forzante ex-terno a través de las esalas araterístias L y U (respetivamente la lon-guitud y la veloidad) ésta queda expresada en términos de los números deReynolds y de Rossby

∂tṽ + ω̃ × ṽ = −∇̃P̃ −
2

Ro
ẑ × ṽ +

1

Re
∇̃2ṽ, (2.32)De aquí en adelante omitiremos el simbolo ∼ para las variables adimen-sionales. 21



Para enontrar la soluión de la euaión de Navier-Stokes en el límite
Ro → 0, mantendremos primero solo el orden dominante, es deir,

∂tv +
2

Ro
ẑ × v = 0. (2.33)Bajo esta aproximaión simpli�ada, la soluión está dada por la super-posiión de ondas helioidales [66℄

v(x, t) =
∑

k

∑

s=±1

as(k, t)hs(k)e
ik·x, (2.34)donde h±(k) son los modos de heliidad, de�nidos omo autofuniones or-togonales del operador rotor, satisfaiendo ik×hs = s|khs| on s = ±1. Enel espaio de Fourier el ampo de veloidad para un únio vetor de ondaserá

v(k) = a+(k)h+ + a−(k)h−. (2.35)Al expandir la soluión del ampo de veloidad en modos helioidales yevaluar en la euaión (2.32) queda explíito que los modos interatuan pormedio de tríadas, es deir, la evoluión de un modo helioidal en un �ujoturbulento va a estar aoplada on otros modos helioidales úniamente dea tres.En un sistema rotante, los modos de heliidad son ondas ineriales, loual hae de la desomposiión helioidal la representaión mas adeuada delampo de veloidad [15℄. Las amplitudes de las ondas de heliidad tienenuna osilaión armónia rápida as(k, t) = Ask exp(iωskt/Ro) dada por lafreuenia ωsk = 2s(ẑ · k)/k = 2skz/k = 2s cos θk, on θk el ángulo entre elvetor Ω y el vetor número de onda k.El resultado de esta aproximaión simpli�ada para Ro → 0 solo es váli-da para tiempos del orden del número de Rossby, por lo ual la soluión noonsidera la evoluión para tiempos largos de las amplitudes de las ondas.Esto es asi porque la soluión de la euaión (2.32) evoluiona en funión dedos esalas temporales, una lenta t y el tiempo rápido τ = t/Ro asoiado alas ondas ineriales, por lo que la soluión de la aproximaión perturbativasimpli�ada no puede ser adeuada para tiempos largos. Sin embargo, la solu-ión (2.34) puede seguir siendo útil al agregar una dependenia temporal onesala temporal t a las amplitudes de las ondas as(t, τ) = Ask(t) exp(iωskτ),lo ual nos da una soluión que ontiene la osilaión rápida de las ondasineriales, moduladas por la amplitud dependiente del tiempo lento Ask(t)asoiada a los vórties. 22



Para obtener la evoluión de amplitud en la esala lenta, remplazamos(2.34) en la euaión (2.32). El término de Coriolis es diagonal en la base delespaio de Fourier por lo ual la euaión toma la forma
(

∂t −
i

Ro
ωsk +

1

Re
k2
)

ask =
1

2

∑

k+p+q=0

∑

sp,sq

C
sk,sp,sq
kpq a∗spa

∗
sq , (2.36)donde observamos que la suma es sobre los números de onda que satisfagan

k+p+q = 0, la ual es la ondiión de resonania entre tríadas para tiemposrápidos [66℄. Ahora esribiendo la variaión temporal omo la variaión sobreambas esalas temporales, es deir, ∂t → ∂t + (1/Ro)∂τ , obtenemos unaeuaión para la amplitud de la variaión lenta luego de promediar en tiempostales que la dependenia on la esala temporal rápida τ desapareza. Estaeuaión resultante es
(

∂t +
1

Re
k2
)

Ask =
1

2

ωsk
+ωsp+ωsq=0
∑

k+p+q=0

∑

sp,sq

C
sk,sp,sq
kpq A∗

spA
∗
sq , (2.37)la ual es válida para tiempos lentos del orden de t y ondiiona a las fre-uenias lentas a satisfaer la resonania de tríadas ωsk + ωsp + ωsq = 0; sololas freuenias que umplan esta relaión sobrevivirán en la euaión (2.37).De las dos ondiiones de resonania y de la relaión de dispersión paralas ondas ineriales obtenemos las relaiones que deben umplir los modos[66, 23℄,

k + p+ q = 0, (2.38)y
kz
k

+
pz
p

+
qz
q

= 0. (2.39)Podemos deir que en la teoría de ondas resonantes se pueden dividir losmodos en dos tipos. Los modos lentos son aquellos que tienen freuenia nula
ωsk = 0 y kz = 0, por lo ual oiniden on modos de dos dimensiones que notienen variaión a lo largo del eje de rotaión. Estos modos son trivialmenteresonantes, ya que orresponden a modos puramente vortiosos, sin osila-iones asoiadas a ondas, y umplen en forma trivial la euaión (2.39). Losdemás modos son los llamados modos rápidos y son aquellos on kz 6= 0 y suorientaión puede ser en ualquier direión. A partir de esta distinión entremodos lentos y rápidos resultan tres posibles lases de tríadas resonantes,23



�rápido-lento-rápido�, �lento-lento-lento� y �rápido-rápido-rápido�, donde sesiguió la onvenión de que el primer número de onda de la tríada orre-sponde al número de onda que aparee en el lado izquierdo de la euaión(2.37) [15, 23, 66℄.En el límite de rotaión rápida los modos lentos evoluionan mediante supropia dinámia, esta orresponde a la tríada �lento-lento-lento�, ya que en latríada �rápido-lento-rápido� el modo lento solo atua omo atalizador entrelos dos modos rápidos.La euaión promediada para modos lentos puede dividirse en dos eua-iones. Cuando Ro → 0 la veloidad horizontal promediada a lo largo del ejevertial v3D
H = (u3D

H , v3DH ) satisfae la euaión de Navier-Stokes 2D, mientrasque la veloidad vertial promediada vertialmente w3D
H satisfae la euaión

2D de un esalar pasivo, esto es, respetivamente [17, 2℄
∂tv

3D
H + (v3D

H · ∇)v3D
H = −∇

PH

ρ
+ ν∇2v3D

H , (2.40)y
∂tw

3D
H + (v3D

H · ∇)w3D
H = ν∇2w3D

H . (2.41)La derivaión de este resultado se puede ver en detalle en [15, 66℄. Esto noimplia que un �ujo on rotaión rápida se onvierte en bidimensional, perosi impliaría que la dinámia debe ontener una omponente independientebidimensional.Notemos �nalmente que la omponente z del ampo de vortiidad, ωz,también umple la euaión del esalar pasivo, esto puede verse fáilmentetomando el rotor de la euaión (2.40).2.3.2. Espetro de la turbulenia rotanteLos resultados de la seión anterior pueden usarse para elaborar unateoría fenomenológia al estilo de la de Kolmogorov [69℄, que tenga en uentael efeto de la rotaión en el espetro de energía de un �ujo turbulento.Partiendo de la relaión dimensional para el �ujo de energía
ǫ ∼

v2l
τl
, (2.42)y teniendo en uenta que la mayor parte de la energía está en modos bidi-mensionales

ǫ ∼
v2l⊥
τl⊥

, (2.43)24



donde τl⊥ ∼ l⊥/vl⊥, y el subindie ⊥ india que los inrementos son tomadosen la direión perpendiular al eje de rotaión.Como solo una fraión de las tríadas ontribuye al �ujo ǫ (las tríadasresonantes), es razonable asumir que el �ujo de energía se va a ver reduidorespeto al aso isótropo y homogéneo. Al orden mas bajo, se asume quela reduión es linealmente proporional a la razón de los tiempos rápidos
τ ∼ 1/Ω respeto de los lentos τl⊥ [36, 29℄:

ǫ ∼
v2l⊥
τl⊥

τΩ
τl⊥

∼

v4l⊥
Ωl2⊥

, (2.44)y asumiendo ǫ onstante en el rango inerial
v2l⊥ ∼ ǫ1/2Ω1/2l⊥, (2.45)que resulta en un espetro
E(k⊥) ∼ k−2

⊥ . (2.46)Este espetro se observa en simulaiones numérias diretas y en experi-mentos [48, 47, 49℄ y [43℄. Es importante notar que uando el �ujo es helioidal(es deir, uando la veloidad y la vortiidad están alineadas), el espetro deenergía es aún mas empinado, variando entre k−2
⊥ y k−2,5

⊥ (ver [47, 50℄).
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Capítulo 3Herramientas y métodosEn este apítulo introduimos las herramientas básias y los métodos queusaremos para el análisis en el apítulo 4. Desribimos el método numérioque se usa para resolver la euaión de Navier-Stokes ejempli�ando pormedio de la euaión de Burgers, on un odigo desarrollado para esta tésis.Luego presentamos los aspetos formales del exponente de anelaión [55℄,el método para araterizar intermitenia en esta tésis, y a ontinuaióndesribimos un odigo numério paralelo desarrollado espeí�amente paraanalizar los datos masivos provenientes de las simulaiones.3.1. Simulaiones numérias diretasLos datos analizados fueron provistos por una simulaión numéria direta(DNS por sus siglas en inglés). La prinipal araterístia de una simulaiónnuméria direta es que ésta resuelve las euaiones involuradas y no unmodelo promediado, de manera que todo el rango espaial y temporal quedanresueltos numériamente en forma explíita.Las simulaiones se realizaron usando el método pseudoespetral [13, 57℄y se evoluionaron en el tiempo por medio del esquema de Runge-Kuttade segundo orden, utilizando las ya nombradas ondiiones periódias deontorno.Es fundamental saber si la resoluión de una simulaión es adeuada parapoder abordar el proeso a analizar. Para nuestro aso de interés, en uanto ala resoluión espaial, queremos tener onoimiento de los proesos que habi-tan en el rango inerial de un �ujo turbulento, esto es, entre la esala integraly la disipativa, resolviendo orretamente esta última. La esala disipativa es
η = 1/kν donde kν = (ǫ/ν3)1/4, por lo ual el mínimo intervalo espaial debeser menor que η. Resolviendo todas las esalas entre la esala integral y la26



disipativa, el mínimo de puntos de grilla neesarios debe ser
N3 ≤ (Re)9/4, (3.1)on un fator de proporionalidad frente al número de Reynolds que se ajus-ta realizando simulaiones a baja resoluión. Luego la resoluión temporaldebe ser menor que el tiempo que le lleva a la parela de �uido mas rápidatrasladarse un intervalo ∆x provisto por la relaión (3.1). Esto es,

∆t ≤
∆x

U
∼

1

UN
; (3.2)esta ondiión es llamada ondiión de Courant-Friedrihs-Lewy [13℄.3.1.1. Evoluión temporal: Runge-KuttaPara obtener la evoluión temporal de un ampo v que sea dependientede F a través de la relaión

dv

dt
= F (v, t) (3.3)integramos esta euaión en el tiempo disretizado on paso ∆t, avanzandoiniialmente medio paso

vt+1/2 = vt +
∆t

2
F (vt, t). (3.4)Luego utilizamos vt+1/2 para evaluar en la euaión (3.3) y �nalmenteavanzar un paso entero

vt = vt +∆tF (vt+1/2, t+ 1/2). (3.5)Podemos realizar evoluiones de Runge-Kutta de orden mayor que daríanmas preisión en el resultado, sin embargo el orden dos eonomiza tiempo deproesamiento respeto a ordenes mayores, y su preisión es su�iente paralos proesos que se busan estudiar [13℄.3.1.2. Evoluión espaial: Método pseudospetralEl método pseudoespetral onsiste en alular las derivadas espaialesdel ampo de veloidad en el espaio Fourier, mientras que produtos entrelos ampos se alulan en el espaio real [26, 27℄. El ampo de veloidadesexpandido en el espaio Fourier es 27



v(x, t) =

∞
∑

k=−∞

vk(t)e
ikx (3.6)Aproximaremos esta expansión por la serie trunada

vN(x, t) =

N/2
∑

k=−N/2

vk(t)e
ikx (3.7)Este trunamiento es aeptable si el error introduido no afeta signi-�ativamente al subespaio generado por los números de onda de interés enla expansión. Las ventajas que tiene el método espetral son: que se tra-baja diretamente on los modos Fourier que orresponden a esalas espa-iales naturales del proeso turbulento, y que la onvergenia númeria esexponenialmente rápida [24℄. Para ver este último punto onsideremos latransformada de Fourier

vk =

∫

e−ikxv(x)dx, (3.8)al integrar por partes se obtiene que para k grande vk ∼ k−1 ya que |∂xv| estáaotado. Repitiendo este proeso m vees obtenemos vk ∼ k−m, de modo queualquier funión v(x) difereniable y periódia satisfae |vk|/k
m → 0 para

k → ∞ y para todo m > 0. Esto es, la ontribuión de los modos grandes seva a ero mas rápido que ualquier potenia de k.Ahora onsiderando que la euaión de interés es la de Navier-Stokes, lostérminos que se neesitan alular en el espaio espetral son el término deadveión (no-lineal), el término visoso y el término de gradiente de pre-sión. La evaluaión y transformaión del término no-lineal en una grilla de
N números de onda involura O(N2) operaiones de punto �otante debidoa que hay que realizar la onvoluión de v on ∂xv en el espaio Fourier.En el espaio real este término involura solamente O(N) operaiones de-bido a que es un produto direto; esta ventaja será utilizada de la siguienteforma. Transformamos, por medio de una transformada rápida de FourierFFT (�Fast Fourier Transform�) el término de la veloidad y el término dela derivada espaial de la veloidad del espaio espetral al espaio real; laderivada espaial en el espaio de Fourier implia úniamente multipliar por
ik a la expansión. Luego, realizamos el produto direto de ambos términos yvolvemos a transformar el resultado al espaio Fourier. Este poeso disminuyeel numero de operaiones de O(N2) a O(Nlog(N)), debido a que la transfor-mada FFT requiere O(Nlog(N)) operaiones para realizar la transformadadel ampo. 28



Al disretizar el espaio real en N intervalos ∆x, se produe un efetoespurio por el heho de que no se puede distinguir entre las funiones eikxy las funiones eik′x on k′ mayor a la freuenia de Nyquist en este espaiodisretizado. Mientras que en los términos lineales solo apareen los númerosde onda trunados k = −N/2+1, ..., N/2, al evaluar el término no-lineal estegenera aoplamiento entre los distintos modos de Fourier y puede exitarnúmeros de onda mayores. Estos modos armónios produirán aliasing. Paraevitar esto se utiliza la regla de los 2/3 [13℄, que onsiste en forzar todos losmodos on |k| > N/3 para que tengan amplitud nula, lo ual garantiza queel aoplamiento espurio on estos modos armónios sea nulo.3.1.3. Euaión de BurgersPara ilustrar los métodos antes desriptos utilizamos omo ejemplo laeuaión de Burgers [10℄, que orresponde a una simpli�aión de la euaiónde Navier-Stokes en una dimensión, sin presión y sin forzante externo, laual tiene todos los términos de interés que mas adelante neesitaremos pararesolver la euaión de Navier-Stokes en tres dimensiones. La forma de estaeuaión es
∂tv + v∂xv = ν∂2

xxv. (3.9)Para integrar la euaión de Burgers utilizamos el método de Runge-Kutta para la evoluión temporal, y para la evoluión espaial el métodopseudoespetral antes menionado, y también el método de diferenias �nitaspara poder ompararlos. Este últimométodo onsiste en estimar las derivadasespaiales a través de las diferenia entre la veloidad de dos o mas puntosveinos en el espaio real, esto es (a segundo orden):
∂xv(x) =

v(x−∆x)− v(x+∆x)

2∆x
. (3.10)Para resolver el problema de Burgers utilizamos ondiiones periódiasde ontorno en una aja de tamaño 2π dividida en 512 puntos de grilla, onondiiones iniiales v(t = 0) = sen(x) y on una visosidad ν = 0,05.En la �gura 3.1 mostramos la ondiión iniial para la euaión de Burgersy la resoluión numéria de ésta para el momento en el ual se produe elfrente de hoque para los métodos de diferenias �nitas, pseudoespetral, ypseudoespetral on la regla de los 2/3.Podemos notar en la �gura 3.1 que en la eranía del hoque, es deirdonde las variaiones en la veloidad son mayores, es donde se produe lamayor variaión entre los métodos. Notamos que el método de diferenias�nitas presenta mayores variaiones en los valores de la veloidad.29
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Figura 3.1: Veloidad en funión de la posiión en el problema de Burgers para(izquierda) t = 0 y (dereha) resuelta por medio de los métodos de diferenias�nitas (rayas), pseudoespetral (puntos) y pseudoespetral on la regla de los 2/3(punto-raya).En la �gura 3.2 gra�amos el espetro de energía E(k) para los tresmétodos de integraión espaial. En el aso de la euaión resuelta por mediodel método de diferenias �nitas observamos que para los número de ondasmas grandes hay mas energía que en las soluiones obtenidas por mediodel método pseudoespetral; esto se debe a lo menionado anteriormente, elmétodo de diferenias �nitas no resuelve bien el hoque.Si bien no se observan grandes diferenias en este aso entre el métodoespetral on y sin la regla de los 2/3, para ν = 0 el método sin la reglade los 2/3 es inestable. Por este motivo en este trabajo utilizaremos resul-tados provenientes de simulaiones usando el método pseudoespetral on laregla de los 2/3. En resumen, el método presenta varias ventajas: es estable,trabajamos diretamente on los modos de Fourier que orresponden a es-alas espaiales, los invariantes uadrátios también lo serán en la versióntrunada, y además la onvergenia es exponenial.3.1.4. Simulaiones y parámetrosPara este trabajo se utilizaron datos provenientes de simulaiones diretasde la euaión de Navier-Stokes y de la euaión de momento on rotaión,euaiones (2.1) y (2.29) respetivamente. Se utilizaron simulaiones de �ujosexitados on dos tipos de meanismos forzantes distintos: on forzado deArnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green (TG) [48, 47, 49℄. Laforma del forzado TG es tal que no inyeta heliidad neta en el �ujo; esta es,para la fuerza por unidad de volumen y de masa30
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Figura 3.2: Energía E en funión del número de onda k, del problema de Burgersresuelta por medio de los métodos de diferenias �nitas (rayas), pseudoespetral(puntos) y pseudoespetral on la regla de los 2/3 (punto-raya).
fTG = f0[sin(kfx) cos(kfy) cos(kfz)x̂− cos(kfx) sin(kfy) cos(kfz)ŷ]. (3.11)En ambio en el forzado ABC se produe la máxima inyeión de heliidadposible; esta tiene la siguiente forma
fABC = f0[(B cos(kfy) + C sin(kfz))x̂+ (A sin(kfx) + C cos(kfz))ŷ

+ (A cos(kfx) +B sin(kfy))ẑ)]. (3.12)Los valores de los parámetros utilizados en las simulaiones son mostradosen la tabla 3.1.3.2. Exponente de anelaiónEn un �ujo turbulento la intermitenia esta relaionada on la presen-ia de estruturas loalizadas en distintas esalas. La proximidad o lejanía dedihas estruturas puede llevar a rápidas variaiones en las derivadas del am-po, y también a rápidos ambios de signo. Para poder estudiar la variaiónen el signo de una magnitud en distintas esalas a partir de los datos prove-nientes de las simulaiones, utilizaremos el exponente de anelaión [55℄ que31



pasaremos a de�nir. Primero vamos a de�nir algunas medidas estadístiasque serán de ayuda para el entendimiento de este último.Medida de probabilidad : Dado un dominio X , para ualquier subonjunto
S ⊂ X la medida de probabilidad µp asigna sobre este un valor no negati-vo 0 ≤ µp(S) ≤ 1, satisfaiendo la relaión µp(

∑

i Si) =
∑

i µp(Si) on Siualquier oleión disjunta de subonjuntos de X . Luego, si el espetro dela dimensión generalizada Dq de la magnitud de interés no varía on la esala
q entones la medida de probabilidad es llamada fratal; por el ontrario siel espetro depende de la esala será llamado multifratal.Medida de signo: la medida de signo de un onjunto es equivalente ala medida de probabilidad, solo que esta puede tomar valores positivos ynegativos.Singularidad de signo: deimos que un onjunto es singular de signo sipara ualquier subonjunto A ⊂ X tal que µ(A) 6= 0, sin importar el tamañode A, existe un onjunto B ⊂ A de manera que el signo de µ(B) sea opuestoal signo de µ(A).De la misma manera que en un ampo multifratal la medida de probabil-idad está araterizada por el espetro de dimensión generalizada, la medidade signo está araterizado por el exponente de anelaión.Consideremos un �uido para ilustrar estos oneptos; dividimos el espaioen subonjuntos disjuntos Qi(l) ordenados, de tamaño l que ubren todo eldominio Q(L) de tamaño L. La medida de signo para ada esala l de unamagnitud esalar f(x) será [55, 14℄

µi(l) =

∫

Qi(l)
d3xf(x)

∫

Q(L)
d3x|f(x)|

, (3.13)donde podemos observar que µi(l) está normalizado entre -1 y 1. Mirando elnumerador de la euaión (3.13) podemos interpretar a µi(l) omo la difer-enia entre la medida de probabilidad de la omponente positiva y la medidade probabilidad de la omponente negativa de f(x) en Qi(l). A medida que laesala de los subonjuntos aumenta se van produiendo anelaiones debidoa la ompetenia entre estruturas de signo opuesto. Para ada esala l sede�ne la funión de partiión
χ(l) =

∑

Qi(l)

|µi(l)|. (3.14)Observemos que si µi(l) es una medida de probabilidad usual (sin signo)entones debería valer χ(l) = 1; este valor se reobtiene para un �ujo suave. Sihay anelaión (ambios de signo) presente, χ(l) ≤ 1. Si el �ujo sigue leyes32



de potenias, el omportamiento de esalas de la ontribuión de las an-elaiones se estudia a través de un exponente de esala llamado exponentede anelaión κ [55℄, que se de�ne a partir de la relaión χ(l) ∼ l−κ [61℄y representa una medida uanti�able de la e�ienia de anelaiíon en lafunión de partiión. Si existe tal exponente (on κ > 0) entones la medidade signo es singular de signo. Por lo visto anteriormente si el �ujo es suaveentones κ = 0, y está demostrado que para proesos puramente estoástios
κ = d/2 donde d es la dimensión del sistema [55℄.3.2.1. Exponente de anelaión y dimensión de estru-turasLas rápidas osilaiones en el signo de una magnitud pueden asoiarse auna antidad muy intermitente, que ambia de signo rápidamente en estru-turas loalizadas en esalas arbitrariamente hias. En esta seión derivamospor medio de un modelo geométrio y fenomenológio una relaión entre laspropiedades de estas estruturas y el exponente de anelaión κ. Los argu-mentos que usamos son similares a los usados en [61, 62, 30℄. Supongamosque el ampo está orrelaionado en D dimensiones y no orrelaionado en
d−D dimensiones, donde d es la dimensión del espaio y D es una dimensióngeneralizada. Para una magnitud ompletamente orrelaionada tendremos
D = d y para una ompletamente desorrelaionada D = 0. Para asosintermedios, la funión de partiión será

χ(l) =
∑

Qi(l)

∣

∣

∣

∫

Qi(l)
ddxf(x)

∫

Q(L)
ddx|f(x)|

∣

∣

∣
∼

1

Ld〈f 2〉1/2

(L

l

)d∣
∣

∣

∫

Qi(l)

ddxf(x)
∣

∣

∣
, (3.15)donde se utilizó homogenidad al remplazar la suma sobre todos los sub-onjuntos Qi(l) por (L/l)d multipliado por la integral sobre un subonjuntogenério de tamaño l. El valor absoluto del esalar se remplazó por Ld〈f 2〉1/2.Para realizar la integral sobre el subonjunto Qi(l), primero asumimosque el esalar f en el rango inerial sigue alguna ley de potenias que puedaser representada por una funión de estrutura del esalar f , de manera que

〈δf(s)〉 ∼ sh, donde s representa un inremento espaial. Luego dividimos
Qi(l) en dominios de volumen λd, esala en promedio en la que la magnitudestá orrelaionada, de forma que se puedan separar las ontribuiones de losdominios debido a donde el esalar está orrelaionado y donde no. Entones,

∣

∣

∣

∫

Qi(l)

ddxf(x)
∣

∣

∣
∼ 〈f 2〉1/2

∫

Q(l)

dDs
( s

λ

)h
∫

Q(l)

dd−Ds. (3.16)33



Las dimensiones no orrelaionadas dan un valor proporional a la raizuadrada de su volumen (l/λ)(d−D)/2 [61, 62℄, mientras que las dimensionesorrelaionadas dan un valor proporional a (l/λ)h+D. Obtenemos
χ(l) ∼ l−(d−D

2
−h), (3.17)que es la relaión entre la dimensión de las estruturas orrelaionadas D yel exponente de anelaión κ, esto es

κ =
d−D

2
− h. (3.18)3.2.2. Caso tridimensionalEn esta seión presentamos el método numério para alular el expo-nente de anelaión desarrollado en esta tésis. Primero veremos ómo serealiza el álulo del exponente de anelaión usando un únio proesador,para luego pasar a la instania mas ompleja del álulo del mismo mediantevarios proesadores en paralelo.Imaginemos una aja de lado L y de volumenQ(L) grillada porN×N×Npuntos, la ual tiene que ser rellenada por ajas de tamaño Qi(l). El volumenmas pequeño de las ajas dependerá de la mínima resoluión espaial que setenga en la simulaión; en este aso será ∆V = (∆x)3 = L/N3. Naturalmentela aja mas grande será igual al volumen ompleto del dominio de integraiónnuméria. El número de tamaños de ajas posibles será igual a la resoluiónespaial lineal N de la simulaión.Utilizamos esto para alular la funión de partiión. En partiular, al-ulamos ∫

Qi(l)
d3xf(x) sumando los valores de la magnitud f(x) en la aja

Qi(l). La funión de partiión (3.14) la alulamos sumando el valor absolutode ada una de las ajas individuales sobre todo el volumen.Un punto a tener en uenta es que para algunos tamaños de aja, elvolumen de las ajas sumadas no ubren el volumen ompleto, esto es,
∑

i Qi(l) 6= Q(L). Esto inide en la medida de signo µi(l), omo se puedeobservar en la euaión (3.13) ya que la normalizaión sobre todo el volumen
Q(L) en ese aso no es orreta (ver �gura 3.3). La forma que se eligió pararesolver este problema fue remplazar el valor neto de la magnitud f(x) enel volumen ompleto (denominador de la euaión (3.13)) por el valor netode la magnitud f(x) en un volumen reduido on N ′ × N ′ × N ′ puntos degrilla, donde N ′ está dado por el número máximo de vees que entra uno delos lados de la aja en uno de los lados del volumen total. Llamemos m alnúmero de puntos en la grilla que tiene uno de los lados de la aja pequeña ysea n un número entero que india el número máximo de vees que entra m34
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Figura 3.3: Esquema que ejempli�a omo el número de ajas sobre el ualse suman los valores de la magnitud pueden ubrir (izquierda) o no (dereha) altamaño del volumen ompleto del espaio a ser analizado.en uno de los lados del volumen ompleto (on N puntos). Entones valdráque
N ′ = mn ≤ N ≤ m(n+ 1). (3.19)La orreión en la normalizaión hae que uando se suman todas las ajas,estas abarquen el mismo volumen que el utilzado para alular el valor ab-soluto en el volumen total de referenia. Esto puede observarse en la �gura3.3.Ahora onsideremos el aso en que tenemos que haer este álulo usandovarios proesadores en paralelo. Si tenemos P proesadores, los datos de lamagnitud que se quiere estudiar tendrán que ser distribuidos entre estos Pproesadores. Dividimos el volumen ompleto de valores del ampo en blo-ques on forma de paralelepípedos on sus lados mayores perpendiulares aun eje preferenial, por ejemplo ẑ, de manera que haya un bloque para a-da proesador on N × N × K puntos por bloque, donde K = N/P , onsus respetivos Ki (iniial) y Kf (�nal) para ada proesador. El bene�iode haer la separaión del volumen en una sola direión es que la omuni-aión entre proesadores solo afeta a una de las direiones [25℄. En lo querespeta al álulo del exponente de anelaión, es neesaria la interaiónentre proesadores para poder alular la funión de partiión para todas lasesalas. Para omprender los distintos asos posibles, de auerdo al tamañoy posiión de la aja, esquematizamos a ontinuaión los distintos asos.Al programar en paralelo, en partiular uando se busa alular unapropiedad global de todos los datos, el bene�io del número de proesadoresse maximiza uando todos los proesadores realizan la misma tarea pero loque ambia son la porión de los datos sobre los que trabaja ada uno delos proesadores. Este esquema de programaión se llama �programa simple,35
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Figura 3.4: Esquema que ejempli�a omo la aja en el ual se suman los valoresde la magnitud, puede estar ompletamente inluido en un proesador (izquierda)o en varios (dereha).datos múltiples� (�Single Program Multiple Data� o SPMD). Luego toda lainformaión proesada se omparte mediante el envio de mensajes usando labibliotea �Message Passing Interfae� (MPI) [51℄. La di�ultad de la progra-maión en paralelo yae en la sinronizaión para que los mismos datos nosean utilizados por mas de un proesador, y en realizar luego la unión de losdatos proesados por mas de un proesador, omo se muestra en los asos dela �gura 3.4, ya que las ajas pueden residir en un únio proesador, o serompartidos por varios proesadores.Para alular la suma de los valores de la magnitud en la aja Qi(l)desarrollamos un ódigo en el ual la región en que ada proesador sumalos valores interiores del ampo depende de la oordenada perpendiular a laseparaión de los proesadores, para nuestro aso ẑ. Todos los asos posiblespueden reduirse a los dos asos de la �gura 3.4. El rango máximo en elque puede sumar ada proesador está ondiionado por N ×N × (Kp
f −Kp

i )donde p india el número de proesador. En general, queremos sumar sobre undominio que estará enerrado en una región (xdom
f −xdom

i , ydomf −ydomi , zdomf −

zdomi ), donde dom india el dominio de Qi(l). Consideremos el intervalo en36



la direión ẑ dado por zpf y zpi omo el intervalo donde el proesador p (oese proesador y sus veinos) debe sumar valores de la magnitud. Este es elintervalo de interés y en el ual neesitamos deidir al rango de índies Kque suma ada proesador. El mapa usado para la suma sobre el proesador
p es el siguiente:

zpi =







Kp
i si zdomi ≤ Kp

i ,

zdomi sino (3.20)
zpf =







zdomf si zdomf ≤ Kp
f ,

Kp
f sino (3.21)Veamos que este ondiionamiento es orreto para los dos asos de la �gu-ra 3.4. Para el aso en el ual la aja involura un solo proesador, analizare-mos primero que suede on un proesador que no almaena loalmente losdatos de la aja, en partiualar tomaremos un proesador debajo del dominio,que llamaremos psub. En ese aso será Kpsub

i ≤ zdomi y Kpsub
f ≤ zdomf , entones

zpsubi = zdomi y zpsubf = Kpsub
f , es deir, se sumarán los valores entre zdomi y

Kpsub
f pero omo zdomi > Kpsub

f entones ese proesador no sumará ningúndato. Para el aso del proesador que almaena los datos de la aja será
zpi = zdomi y zpf = zdomf , que es el intervalo del dominio de la aja. Finalmente,el aso para un proesador que está arriba será equivalente al del de abajo:sumará en un intervalo nulo. Ahora veamos en el aso en que la aja involu-ra mas de un proesador, omo dos proesadores p y p+1 suman los valoresde la magnitud en la aja. Para el proesador p será zpi = zdomi y zpf = Kp

f .Y para el proesador p + 1, zp+1
i = Kdom

i y zp+1
f = zdomf . Sumando los dosintervalos obtenemos la extensión total de la aja. Luego de esta operaiónse usan diretivas de MPI para agregar los datos y obtener la suma total.Para todos los asos hay que inluir los valores en el espaio tridemensionalgenerados por el agregado del plano xy, es deir, xdom

f − xdom
i , ydomf − ydomi .Estos valores no generan omuniaión extra entre proesadores ya que seenuentran en el dominio almaenado por ada proesador.3.2.3. Caso bidimensional y promedios vertialesEn oasiones es útil trabajar on valores promediados en alguna dire-ión espaial; en nuestro aso será freuente usar la direión de rotaión

ẑ. Una manera de realizar este álulo es usando la uenta ordinaria parala obtenión del promedio, esto es, sumando todos los valores y dividiendopor el número de elementos. El inonveniente que tiene este método es que37



Simulaión N f kf ν Re Ω RoT1 256 TG 2 2×10−3 900 8.00 0.03T2 512 TG 4 8×10−4 1100 0.4 1.4T3 512 TG 4 8×10−4 1100 1.6 0.35T4 512 TG 4 8×10−4 1100 8.00 0.07A1 512 ABC 7-8 6.5×10−4 1200 0.06 7.9A2 512 ABC 7-8 6.5×10−4 1200 7.0 0.07A3 1536 ABC 7-8 1.6×10−4 5100 9.00 0.06Cuadro 3.1: Parámetros usados en la simulaiones. N es la resoluión lineal de lagrilla, f es el la fuerza generadora de la turbulenia, kf es el número de onda delforzante, ν es la visosidad inemátia, Re el numero de Reynolds, Ω la rotaióndel sistema y Ro el numero de Rossby.para simulaiones on muha resoluión espaial se vuelve impratiable yaque es neesario diponer en memoria de todos los datos para los uales sequiere obtener el promedio. Para evitar esto se reurre a una forma en laual el promedio se va alulando en forma progresiva a medida que se vanaediendo a poriones de la totalidad de los datos.Imaginemos que queremos alular el promedio en la direión de rotaión
ẑ de la magnitud f(x) en un volumen grillado por N×N×N puntos. Primerodividimos el volumen en N planos de N × N puntos, perpendiulares al eje
ẑ. Ahora podemos alular el promedio argando en memoria ada plano,sumando todos los valores en el plano, y almaenando el resultado �nal enuna variable. Suesivamente se argan los demás planos y se suman los totalespariales a la misma variable. Al terminar on todos los planos, se divide elresultado por el número total de datos. El resultado �nal será usado paraalular el exponente de anelaión on el mismo método que en las seionesanteriores.
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Capítulo 4ResultadosEn este apítulo presentamos los resultados obtenidos a partir del análisisde las simulaiones menionadas en el apitulo anterior. Las seis simulaionesonsideradas di�eren en el número de puntos de grilla, en el forzado meánioy en la rotaión que tiene el �ujo turbulento. Consideramos para el análisis lasomponentes artesianas del ampo de veloidad, vortiidad y la heliidad,obteniendo los resultados indiados en la tabla 4.1. Para realizar el análisissobre el exponente de anelaión de ada omponente del ampo inferimosel rango inerial a partir del espetro de energía en funión del número deonda k de ada simulaión.4.1. Simulaiones sin rotaiónEn esta seión mostramos los resultados de las simulaiones en las ualesla rotaión del sistema es nula o despreiable frente al movimiento del �uido.La forma de los espetros de energía E(k) para simulaiones de �ujosturbulentos forzados es básiamente la misma en todos los asos, y está dadapor los siguiente rangos en forma reiente en el número de onda: un máximoen el número de onda del forzado, o inmediatamente a ontinuaión de este;luego, un rango inerial donde el �ujo de energía es aproximadamente on-stante, esto es, el rango inerial que responde a la ley de 4/5 de Kolmogorov;y �nalmente una aída abrupta del espetro donde la energía es disipadapor la visosidad interna del �uido, que orresponde a la esala de disipaióndada por la euaión (2.22). En términos espaiales esto puede verse omoun forzado en las esalas mas grandes del sistema, un rango inerial en lasesalas intermedias, y disipaión en las esalas mas hias donde la visosidadinterna se hae preponderante. Para poder apreiar el rango inerial en dondese produe la asada de energía, ompensamos el espetro de energía E(k)39



Simulaión κvx κvy κvzT1 0,15±0, 07 0,03±0, 03 0,6±0, 2T2 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,96±0, 09T3 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,8±0, 1T4 0,14±0, 02 0,15±0, 02 0,7±0, 1A1 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,7±0, 1A2 0,09±0, 02 0,09±0, 04 0,35±0, 04A3 0,024±0, 007 0,06±0, 01 0,31±0, 02T4* 0,07±0, 02 0,07±0, 03 0,7±0, 1A2* 0,08±0, 03 0,08±0, 05 0,31±0, 07A3* 0,03±0, 01 0,05±0, 02 0,25±0, 06Simulaión κωx
κωy

κωz
κhT1 0,7±0, 1 0,9±0, 2 0,4±0, 1 0,8±0, 1T2 1,2±0, 1 1,22±0, 09 0,9±0, 1 0,96±0, 09T3 1,2±0, 1 1,17±0, 09 0,9±0, 1 0,8±0, 1T4 1,0±0, 1 1,0±0, 1 0,60±0, 03 0,7±0, 1A1 0,9±0, 1 1,0±0, 1 1,0±0, 1 0,7±0, 1A2 0,8±0, 1 0,8±0, 1 0,36±0, 04 0,35±0, 04T4* 1,3±0, 1 1,2±0, 1 0,31±0, 04 0,7±0, 1A2* 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,30±0, 07 0,22±0, 06Cuadro 4.1: Exponentes de anelaión κ para todas las simulaiones, para lasdiferentes omponentes del ampo de veloidad y vortiidad, y para la heliidad.Las simulaiones on asteriso indian que κ fue alulado también a partir delampo promediado a lo largo del eje de rotaión
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en el ual el espetro de energía E(k) se omporta en forma ompatible onuna ley de potenias on los valores (kmin, kmax) = (11, 31), que orrespondeal intervalo espaial (xmin, xmax) = (0,20, 0,57), para la simulaión T3. Comofue expliado, la identi�aión de este intervalo lo hiimos seleionando losvalores en el ual el espetro es horizontal, teniendo preauión de desartarlos valores ontaminados por la aión del forzado.En la �gura 4.2 mostramos los espetros de energía ompensados paralas simulaiones A1 y T3. Podemos nuevamente distinguir el rango ineriala partir de los valores en los uales el espetro ompensado se hae aproxi-madamente horizontal. En el espetro de la simulaión A1 observamos que elrango inerial no se observa tan laramente omo lo hae en las simulaionesT2 y T3; esto se debe probablemente a que el forzado en la simulaión A1atúa en esalas mas pequeñas, resultando en un número de Reynolds menor,y en una menor separaión de esalas y, por lo tanto, un rango inerial masangosto.De la �gura 4.2, podemos extraer una estimaión del rango inerial enlas simulaiones T3 y A1. Los intervalos orresponden a los números de onda
(kmin, kmax) = (11, 31) y (kmin, kmax) = (11, 34) para T3 y A1 respetiva-mente. De manera equivalente (xmin, xmax) = (0,20, 0,57) y (xmin, xmax) =
(0,18, 0,57) para las simulaiones T3 y A1.A partir de los datos provenientes de las simulaiones, obtuvimos la fun-ión de partiión χ(l) para las omponentes del ampo de interés en funiónde la esala l. Los resultados se muestran en la �gura 4.3 para las ompo-nentes del ampo de veloidad vx, vy y vz de la simulaión A1. Lo primeroque debemos notar es que para valores pequeños de l la funión de partiióntiende asintótiamente a uno; esto orresponde, por lo visto en la seión3.2, al aso en el que el �ujo es suave y está ompletamente orrelaionado,que es el omportamiento esperado para el rango disipatívo. Para las esalasmas grandes la funión de partiión se ve afetada por el forzado del sistema(l ≈ 1). Nosotros estudiaremos las esalas intermedias, dadas por el rangodonde se enuentra la asada de energía.Para alular la ley de potenias que sigue la funión de partiión enfunión de la esala l en el intervalo orrespondiente al rango inerial delespetro de energía E(k), utilizamos el método de uadrados mínimos. Basi-amente ajustamos mediante una funión lineal los valores del logaritmo dela funión de partiión log(χ) en funión de logaritmo de la esala log(l). Lapendiente del ajuste lineal representa la ley de potenias que sigue la funiónde partiión χ(l) para los valores orrespondientes al rango inerial, esto es,el exponente de anelaión κ de�nido en la seión 3.2 salvo por un signo.Hallamos los valores del exponente de anelaión κ = 0,7 ± 0,1 paralos tres ampos de veloidades vx, vy y vz de la simulaión A1, tal omo se43
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muestra en la �gura 4.3 y en la tabla 4.1. Mediante una reta sobre adagrá�o indiamos la pendiente orrespondiente al exponente de anelaión
κ. Notar que para las tres omponentes del ampo de veloidad obtenemos elmismo valor del exponente de anelaión κ. Este resultado es onseueniadel heho de que el sistema prátiamente no siente la rotaión, por lo ualno hay ninguna direión privilegiada; es deir, el �ujo es isótropo y no seprodue ordenamiento de estruturas en ninguna direión privilegiada. Paralas simulaiones restantes donde la rotaión es pequeña o nula, obtuvimostambién valores del exponente de anelaión κ, dentro de las barras deerror, del mismo orden para todas las direiones del ampo de veloidad.Para las simulaión T2 enontramos los valores κ = 0,7 ± 0,1, κ = 0,7 ± 0,1y κ = 0,96 ± 0,09 para vx, vy y vz respetivamente, mientras que para lasimulaión T3 estos valores son κ = 0,7± 0,1, κ = 0,7± 0,1 y κ = 0,8± 0,1.Las pequeñas diferenias obtenidas para la omponente z de la veloidadpueden deberse a que, en el forzado de Taylor-Green, la omponente z no esforzada en forma direta. Podemos observar también en la �gura 4.3 que elrango donde χ(l) satisfae una ley de potenias es ligeramente menor que elrango inerial en el espetro de energía E(k).La funión de partiión χ(l) del ampo de vortiidad de la simulaión A1puede observarse en la �gura 4.4, donde nuevamente indiamos la pendienteorrespondiente al exponente de anelaión κ mediante una reta en el in-tervalo donde el espetro de energía es inerial. El omportamiento de χ(l)para valores de l pequeños es equivalente al aso del ampo de veloidad.A partir de la funion de partiión χ(l) y usando el método de uadradosmínimos, obtuvimos los valores κ = 0,9± 0,1, κ = 1,0 ± 0,1 y κ = 1,0 ± 0,1respetivamente para las omponentes ωx, ωy y ωz. Al igual que el ampode veloidad, el ampo de vortiidad no presenta diferenias en el exponentede anelaión κ en ninguna de las direiones artesianas. Nuevamente elintervalo que satisfae la ley de potenias es menor que el del rango inerialen el espetro de energía.En la �gura 4.5 presentamos la funión de partiión χ en funión de lpara la heliidad de las simulaiones T2, T3 y A1. Calulamos el exponentede anelaión, obteniendo κ = 0,96 ± 0,09, κ = 0,8 ± 0,1 y κ = 0,7 ± 0,1,para las simulaiones T2, T3 y A1 respetivamente.Lo primero que notamos en la �gura 4.5 es que, en el rango de los valoresutilizados para alular el exponente de anelaión κ, el omportamiento de
χ(l) tiene un aspeto muy similar al de una ley de potenia. Este resultadoondie on el heho de que la heliidad se onserva en el rango inerial y enel límite Re → ∞ es un invariante dentro de diho intervalo. Al omparar losresultados del exponente de anelaión κ on los obtenidos en otros trabajos[30℄, observamos que para simulaiones de la misma resoluión obtuvieron46
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Figura 4.6: Espetros de energía de �ujos turbulentos on rotaión en funióndel número de onda k en esala logarítmia para la simulaión T4 (izquierda) y A2(dereha), ompensados on k−2 y k−2,5 respetivamente. Como guía introdui-mos una reta horizontal para identi�ar el intervalo donde el rango es inerial.El número de onda del forzado se identi�a mediante una �eha vertial bajo elespetro.
κ = 0,77± 0,03, κ = 0,82± 0,02 para forzados TG y ABC respetivamente,los uales están dentro de las barras de error y en buen auerdo on los valoreshallados en este trabajo. Esto nos sirve de orroboraión de que el métodode álulo de la funión de partiión χ es on�able.4.2. Simulaiones on rotaiónEn esta seión analizamos �ujos turbulentos homogeneos on rotaión;nos entramos primero en dos simulaiones on número de Rossby Ro ≈ 0,1on forzados TG y ABC. El heho de que haya rotaión en el �ujo hae quese rompa la isotropía y esto genera que la asada de energía se omporte enforma diferente a uando no hay rotaión presente. Como vimos en la seión2.3 el �ujo turbulento en un sistema rotante tiende a volverse bidimensionallo ual genera una asada inversa de energía, esto es, transferenia de energíade los k grandes haia los mas hios. Sin embargo, al ontrario que en un�ujo 2D, no toda la energía inyetada al sistema sigue la asada inversa. Unaparte importante de la energía inyetada se trans�ere a esalas mas pequeñasa taves de una asada direta on espetro ∼ k−2.Este espetro es el resultado de la presenia de ondas en el �ujo rotante,que retrasan la asada direta de energía, resultando en una pendiente masempinada que en el aso de turbulenia isótropa y homogenea. Además, lapendiente del espetro va a depender de que el �ujo sea o no helioidal, esdeir, si analizamos simulaiones on forzado ABC o TG [49℄, siendo mas47
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Mostramos la funión de partiión en funión de la esala χ(l) de lasomponentes del ampo de veloidad vx, vy y vz para la simulaión A2 enla �gura 4.7. Los valores que obtuvimos del exponente de anelaión sonrespetivamente κ = 0,09± 0,02, κ = 0,09± 0,04 y κ = 0,35± 0,04.Lo primero que observamos en la �gura 4.7 es que el exponente de an-elaión κ para vx y para vy tienen el mismo valor, mientras que para vz elresultado dista de este valor. Además la omponente z del ampo muestra unlaro omportamiento de ley de esala, mientras que las demás omponentesno lo haen. Esto es algo que esperabamos, debido a que por el efeto dela rotaión los modos se dividen en modos lentos (aquellos on kz = 0), yen los modos rápidos, por lo ual es razonable obtener resultados distintospara la omponente paralela al eje de rotaión. Por lo visto en la seión 2.3el efeto de rotaión sobre el �ujo hae que en el límite de Ro → 0 este seomporte omo un �ujo en dos dimensiones para el ampo de veloidad pro-mediado vertial, provoando que las omponentes del ampo de veloidadperpendiulares al eje de rotaión sigan la euaión de Navier-Stokes en dosdimensiones [15℄. Mientras tanto, la veloidad vertial promediada a lo largode la direión del eje de rotaión satisfae la euaión de un esalar pasivo,lo que signi�a que tiene una dinámia independiente. Además, en el límitede número de Reynolds in�nito, es un invariante en el rango inerial, por loque esperamos que siga una ley de potenias en este rango. Esto no es lo quesuede on las omponentes del ampo de veloidad vx y vy ya que justa-mente son omponentes de la veloidad horizontal, e independientemente noson invariantes.Para la simulaión T4 obtuvimos los siguientes valores del exponentede anelaión para las omponentes del ampo de veloidad vx, vy y vzrespetivamente: κ = 0,14± 0,02, κ = 0,15± 0,02 y κ = 0,7± 0,1. Se repitela onduta de κ en vx y vy respeto a vz menionada arriba.En la �gura 4.8 presentamos χ(l) para las omponentes del ampo devortiidad ωx, ωy y ωz de la simulaión T4, obteniendo los valores respetivosde κ = 1,0±0,1, κ = 1,0±0,1 y κ = 0,60±0,03. Observamos que nuevamenteel valor de κ para la omponente del ampo de vortiidad ωz di�ere de losvalores de κ para ωx y ωy; esto se debe probablemente a la misma razónque en el ampo de veloidades: la euaión que rige el movimiento de ωzpromediada en la direión vertial es la misma que satisfae vz promediadaen la direión vertial, es deir, la euaión de un esalar pasívo (para masdetalles ver [15℄). Las omponentes horizontales no son independientes y porlo tanto individualmente no satisfaen neesariamente una ley de potenias.Para la simulaión A2 enontramos los valores del exponente de an-elaión κ = 0,8 ± 0,1, κ = 0,8 ± 0,1 y κ = 0,36 ± 0,04 de las omponentesdel ampo de votiidad ωx, ωy y ωz respetivamente.50
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Figura 4.10: Espetros de energía ompensados de �ujos turbulentos on rotaiónen funión del número de onda k en esala logarítmia, para las simulaiones A2(izquierda) y A3 (dereha). Como guia introduimos una reta horizontal paraidenti�ar el intervalo donde el rango es inerial. El número de onda del forzado seidenti�a mediante una �eha vertial bajo el espetro.Si nos onentramos solo en la omponente vertial de los ampos, que esla que muestra una ley de esalas mas lara en χ(l), los valores enontradosdel exponente de anelaión para vz y ωz son κ = 0,7±0,1 y κ = 0,60±0,03respetivamente para la simulaión T4 y κ = 0,35±0,04 y κ = 0,36±0,04 parala simulaión A2. En otras palabras, los valores del exponente de anelaióndel ampo de veloidad y de vortiidad para la omponente z resultan igualesdentro de las barras de error para ada simulaión; esto on�rma lo dihoanteriormente, que la dinámia que satisfaen la veloidad y la vortiidadpromediada en el eje vertial es la misma. Aunque por el momento no esta-mos analizando estas magnitudes promediadas en el eje vertial, la similitudes produto de la bidimensionalizaión del �ujo turbulento en un sistemarotante. Es interesante también haer notar que la heliidad paree tener unefeto importante en el valor de κ, lo que puede esperarse ya que la heliidadambia la ley de esalas que sigue el espetro de energía.Presentamos la funión de partiión χ(l) para la heliidad de las simula-iones T4 y A2 en la �gura 4.9. Obtuvimos, luego de haer el ajuste linealsobre los valores que orresponden al rango inerial del espetro de energía
E(k), los exponentes de anelaión κ = 0,7± 0,1 y κ = 0,35± 0,04 para lassimulaiones T4 y A2 respetivamente.Al igual que en las simulaiones de �ujos turbulentos isotrópos y homogé-neos, la heliidad H es un invariante ideal de la euaión de Euler, es deir,de la euaión de Navier-Stokes sin visosidad. Como resultado, en el asovisoso sufre una asada, y esto resulta en una ley de potenias en el rangoinerial de la funión de partiión omo se observa en la �gura 4.9.52



De los distintos ampos analizados para alular el exponente de an-elaión κ podemos deir que las omponentes horizontales de la veloidad yde la vortiidad no pareen seguir una lara ley de potenias (ya sea porqueel rango de esala ompatible on este omportamiento es angosto, porque lafunión χ(l) presenta fuertes �utuaiones, o porque aún luego de haer unajuste en el rango angosto de esalas se obtuvieron valores de κ pequeños).Esto india que estas omponentes de los ampos no son singulares de signo.Por el ontrario, la omponente vertial de la veloidad y la vortiidad enonjunto on la heliidad si mani�estan un omportamiento aorde a una leyde potenias en el rango inerial.Por lo visto en la seión 3.2.1, podemos obtener informaión de la ge-ometría de las estruturas orrelaionadas de los ampos mediante un análisisgeométrio y del valor del exponente de anelaión. Además, neesitamosel exponente de Holder de la veloidad que podemos alular a través de unanálisis dimensional, esto es E(k) ∼ k−α
∼

δv2

k
entones δv2 ∼ k−α+1

∼ lα−1;luego onsiderando invarianza de esalas, obtenemos h = α−1
2
, donde h salede la relaión de la funión de estrutura de primer orden δv ∼ lh. Comoen el aso de un �ujo turbulento on rotaión α = 2, entones h = 1/2. Ladimensión de las estruturas resulta

D = d− 2(κ+ h), (4.1)donde D es la dimensión fratal y d la dimensión del sistema, en este aso
d = 3.La dimensión fratal de las estruturas enontradas es D = 0,6 ± 0,2,
D = 0,80 ± 0,06 y D = 0,6 ± 0,2 para vz, ωz y H respetivamente, para lasimulaión T4, y D = 0,80 ± 0,08, D = 0,7 ± 0,1 y D = 0,80 ± 0,08 para
vz, ωz y H respetivamente, para la simulaión A2. Estos valores, eranos auno, son ompatibles on estruturas on forma de olumna.4.3. Dependenia on el número de Reynolds4.3.1. Simulaiones on heliidadEn esta seión mostramos omo la resoluión espaial de las simula-iones, y el número de Reynolds, modi�a los valores de las magnitudes quese alulan.En la �gura 4.10 mostramos el espetro de energía E(k) para resoluioneslineales de N = 512 y N = 1536 puntos de grilla para �ujos turbulentos onrotaión orrespondientes a las simulaiones A2 y A3 respetivamente. Lassimulaiones tienen número de Reynolds reiente.53
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Figura 4.12: Espetros de energía ompensados de �ujos turbulentos on rotaiónen funión del número de onda k en esala logarítmia, para las simulaiones T1(izquierda) y T4 (dereha). Como guia introduimos una reta horizontal paraidenti�ar el intervalo donde el rango es inerial. El número de onda del forzado seidenti�a mediante una �eha vertial bajo el espetro.Podemos ver en la �gura 4.10 que los rangos en el ual el espetrode energía es ompatible on un rango inerial aumentan en funión delnúmero de Reynolds. Los valores obtenidos para las simulaiones A2 y A3 son
(kmin, kmax) = (11, 31) y (kmin, kmax) = (14, 45) respetivamente, que orre-sponden a los valores (xmin, xmax) = (0,20, 0,57) y (xmin, xmax) = (0,13, 0,44).La variaión en las esalas espaiales grandes está relaionada on el meanís-mo forzante de la simulaión, en partiular on el número de onda del forzante
kf , mientras que la ampliaión del rango inerial en los valores pequeños dela esala espaial está asoiada al heho de que el aumento de la resoluiónespaial de las simulaiones permite aumentar el número de Reynolds.Observamos en la �gura 4.11 la funión de partiión χ(l) de la omponente
z del ampo de veloidad de las simulaiones A2 y A3, donde obtuvimos losvalores del exponente de anelaión κ = 0,35 ± 0,04 y κ = 0,31 ± 0,03respetivamente.Los valores del exponente de anelaión de las simulaiones en la �gura4.11 son onsistentes debido a que estos oiniden dentro de las barras deerror, y el aumento de resoluión redue el error en la estimaión del valordel exponente de anelaión.4.3.2. Simulaiones sin heliidadEn esta seión omparamos, al igual que en la seión anterior, dos sim-ulaiones on distintas resoluiones espaiales N = 256 y N = 512, ambason rotaión y on forzado TG, es deir, sin inyeión de heliidad neta.55
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En la �gura 4.12 mostramos el espetro de energía E(k) de las simula-iones T1 y T4. Las simulaiones tienen número de Reynolds reiente.Notemos en la �gura 4.12 que los rangos en el ual el espetro de en-ergía es ompatible on un rango inerial se amplía haia las esalas maspequeñas en funión del número de Reynolds, al igual que en el aso de lassimulaiones on heliidad. Los valores obtenidos para las simulaiones T1y T4 son (kmin, kmax) = (6, 16) y (kmin, kmax) = (10, 31) respetivamente,que orresponden a los valores (xmin, xmax) = (0, 39, 1, 04) y (xmin, xmax) =

(0, 20, 0,62)Presentamos en la �gura 4.13 la funión de partiión χ(l) de la ompo-nente z del ampo de veloidad de las simulaiones T1 y T4, donde obtuvi-mos los valores del exponente de anelaión respetivamente κ = 0,6 ± 0,2y κ = 0,7 ± 0,1. Nuevamente las simulaiones muestran que el exponentede anelaión es el mismo, dentro de las barras de error, y el aumento deresoluión redue el error en la estimaión del valor de κ.Es importante destaar que la simulaión T1 on resoluión de N = 256puntos de grilla fue utilizada también para orroborar el método de álulode la funión de partiión del ódigo paralelo a través de la omparaiónon resultados provenientes de un ódigo serial desarrollado iniialmente enMatlab. 56
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0,31±0,03 y κ = 0,25±0,06 para vz y vz de la simulaión A3. Observamos quepara todas las simulaiones el valor del exponente de anelaión κ oinidedentro de las barras de error para vz y para vz. Al haber rotaión, el �ujo sevuelve fuertemente anisótropo, de manera que el ampo sin promediar tieneun omportamiento similar al ampo promediado en ẑ.Presentamos en la �gura 4.15 χ(l) para el ampo de vortiidad ωz en lasimulaión A2 (izquierda) y χ(l) para el ampo ωz, donde ωz representa elpromedio en la direión vertial (paralela al eje de rotaión) de la ompo-nente z del ampo de vortiidad. Los valores del exponente de anelaiónresultantes son κ = 0,36± 0,04 y κ = 0,30± 0,07 para ωz y ωz.Finalmente, en la �gura 4.16 mostramos χ(l) para el ampo H de lassimulaiones T4 y A2, y χ(l) para H de las mismas simulaiones, on H elpromedio en la direión vertial (paralela al eje de rotaión) de la heliidad.Los exponentes de anelaión de la heliidad son κ = 0,7± 0,1 para H y Hde la simulaión T4, y κ = 0,35± 0,04 para H y κ = 0,22± 0,06 para H dela simulaión A2.Al analizar los resultados obtenidos para el exponente de anelaión enlas simulaiones de �ujo turbulento on rotaión, vale la pena remarar queobtenemos el mismo valor de κ para los ampos vz, ωz y H , y para los ampospromediados a lo largo del eje de rotaión z en todas las simulaiones. Estose debe a lo expliado anteriormente: al haber rotaión, el �ujo sufre a unabidimensionalizaión, y mientras menor sea el número de Ro mayor será elauerdo de los resultados on los obtenidos para el ampo promediado en ladireión del eje de rotaión.
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Capítulo 5ConlusionesEn este trabajo alulamos el exponente de anelaión para poder estu-diar la variaión en el signo de una magnitud en distintas esalas a partir dedatos provenientes de simulaiones diretas de la euaión de Navier-Stokesy de la euaión de onservaión de momento en un sistema rotante, para unvolumen (2π)3 on ondiiones de ontorno periódias. Se utilizaron simula-iones de �ujos exitados on dos tipos de meanismos forzantes distintos;estos son: forzado de Arnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green(TG). Analizamos simulaiones on 512 y 1536 puntos lineales de grilla, onnúmeros de Reynolds entre 1100 y 5100. Las simulaiones on rotaión tienennúmero de Rossby entre ≈ 0,06 y 10.Calulamos el exponente de anelaión para las omponentes artesianasdel ampo de veloidad y de vortiidad, y para la heliidad. Para alularel exponente de anelaión desarrollamos un ódigo paralelo permitiendo elanálisis de simulaiones numérias diretas mediante un luster on memoriadistribuida. El número de proesadores utilizdo para el análisis varió entre
24 y 96.Para las simulaiones on rotaión nula o despreiable enontramos queel exponente de anelaión κ para las omponentes artesianas x, y, y z dela veloidad es similar en sus tres omponentes. El rango de esalas en elual existe una lara ley de potenias para la funión de partiión es onsid-erablemente menor que el rango en donde el espetro de energía es aproxi-madamente inerial, on lo ual no podemos a�rmar que las omponentes delampo de veloidad son singulares de signo. Para el aso de las omponentesdel ampo de vortiidad, al igual que la veloidad, las tres omponentes sonsimilares y satisfaen una ley de potenias en un rango menor que el rangoinerial de la energía, solo que en este aso una ley de potenias ajusta onmenor error a la funión de partiión.En las simulaiones on rotaión obtuvimos una diferenia apreiable en61



el valor del exponente de anelaión para las omponentes horizontales (per-pendiulares al eje de rotaión) y la omponente vertial (paralela al eje derotaión) del ampo de veloidad y vortiidad. De heho, para el aso de lasomponentes horizontales no se enontró una lara ley de potenias en unrango lo su�ientemente grande omo para poder a�rmar que existe una leyde esala sobre estas magnitudes, y en el aso partiular de las omponenteshorizontales de la veloidad el valor del exponente de anelaión enontradoes del orden de su error.La omponente vertial de los ampos de veloidad y vortiidad para lassimulaiones on rotaión muestra una lara ley de esala en la funión departiión χ(l) en un rango de esalas omparable al rango en que la energía esaproximadamente inerial. Además, los valores del exponente de anelaióndel ampo de veloidad y de vortiidad para la omponente z resultan igualesdentro de las barras de error para ada simulaión (distinguiendo las simu-laiones on y sin heliidad).Esto es ompatible on las teorías que predien que en el límite de númerode Rossby tendiendo a ero ambas antidades promediadas en la direióndel eje de rotaión satisfaen la misma euaión dinámia, que orrespondea la del esalar pasivo.La rotaión afeta el �ujo de manera que en el límite de Ro → 0 laomponente perpendiular al eje de rotaión del ampo se omporta omoen un �ujo bidimensional, mientras que la veloidad vertial (direión a lolargo del eje de rotaión) satisfae la euaión de un esalar pasivo, lo quesigni�a que tiene una dinámia independiente a la omponente horizontal,y en el límite de número de Reynolds in�nito, su varianza es un invarianteen el rango inerial.Sin embargo, estas teorías son válidas para el promedio vertial de losampos, por lo ual omparamos también el exponente de anelaión delas omponentes vertiales del ampo de veloidad y vortiidad aluladosa partir del ampo promediado en la direión vertial, on la omponentevertial del ampo sin promediar. Los valores del exponente de anelaiónde la omponente vertial del ampo de veloidad y vortiidad son, dentrodel error, los mismos si se alulan para el ampo tridimensional o para supromedio vertial.Hallamos que la heliidad se ajusta a una ley de potenias en todas lassimulaiones, variando en el rango de esalas según la simulaión. Lo ual esompatible on que la heliidad se onserva en el rango donde la energía esinerial y en el límite de Re in�nito es un invariante en diho intervalo.Finalmente, obtuvimos informaión de la geometría de las estruturasorrelaionadas de los ampos en los uales existe una ley de esalas, medi-ante un análisis geométrio, y usando el valor del exponente de anelaión62



y del exponente de Holder de la veloidad. Enontramos en varios asos val-ores eranos a uno para la dimensión fratal de las estruturas, lo ual esompatible on estruturas on forma de olumna.El uso del exponente de anelaión resulta una herramienta útil paraidenti�ar omportamientos en un �ujo turbulento que serían di�iles deobtener estudiando solamente las leyes de esala seguidas por los espetros olas funiones de orrelaión y de estrutura. Para ahondar en el entendimien-to del omportamiento en los ambios brusos de signo de los ampos develoidad y vortiidad en onjunto on la heliidad en �ujos turbulentos onrotaión, entendemos neesario el estudio sobre simulaiones on mayor an-tidad de puntos de grilla y mayor número de Reynolds, de manera de poderdesribir en forma mas ompleta los ampos, identi�ar omportamientosasintótios, y aerarnos más al límite de Reynolds in�nito.
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