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ResumenEn un �ujo turbulento la intermiten
ia está rela
ionada 
on la presen-
ia de estru
turas lo
alizadas en distintas es
alas. La proximidad o lejaníade di
has estru
turas puede llevar a rápidas varia
iones en las derivadas del
ampo, y también a rápidos 
ambios de signo. En este trabajo, para poderestudiar la varia
ión en el signo de una magnitud en distintas es
alas en un�ujo turbulento rotante utilizamos el exponente de 
an
ela
ión. Utilizamosdatos del 
ampo de velo
idad provistos por simula
iones numéri
as dire
tas
on dos tipos de me
anismos forzados distintos: Arnold-Beltrami-Childress(ABC) y de Taylor-Green (TG), 
on resolu
iones espa
iales lineales de 256,
512 y 1536 puntos de grilla, 
on números de Reynolds entre 1100 y 5100 ynúmeros de Rossby entre 0,06 y 10. El 
ál
ulo del exponente de 
an
ela
iónpara las tres 
omponentes 
artesianas del 
ampo de velo
idad y de la vorti-
idad, y para la heli
idad se realizó usando un 
odigo paralelo desarrolladopara este trabajo.En las simula
iones donde la rota
ión es nula o despre
iable en
ontramosque el rango en el 
ual las 
omponentes del 
ampo de velo
idad y vorti
idadsatisfa
en una ley de poten
ias es pequeño 
omparado 
on el rango en el 
ualel espe
tro de energía es 
ompatible 
on un rango iner
ial, por lo que nopodemos de
ir que sean singular de signo. Por otro lado, en las simula
iones
on rota
ión observamos una ley de es
alas en la 
omponente verti
al del
ampo de velo
idad y vorti
idad, y 
omprobamos que sus leyes de es
alason las mismas. En
ontramos que la heli
idad también satisfa
e una ley dees
alas para las simula
iones 
on y sin rota
ión; este resultado 
ondi
e 
onel he
ho de que la heli
idad se 
onserva en el rango iner
ial y en el límite
Re → ∞ es un invariante de las e
ua
iones de movimiento.Considerando las simetrías de los �ujos rotantes 
al
ulamos el exponentede 
an
ela
ión para la 
omponente verti
al del 
ampo de velo
idad y vorti
i-dad promediadas en la dire

ión paralela al eje de rota
ión. Observamos quepara todas las simula
iones el valor del exponente de 
an
ela
ión 
oin
ide 
onlos obtenidos para las 
omponentes en volumen, y es nuevamente el mismopara la velo
idad y la vorti
idad. Esto puede expli
arse 
onsiderando que enpresen
ia de rota
ión, el �ujo se vuelve fuertemente anisótropo, y en el límitede rota
ión fuerte las 
omponentes verti
ales de la velo
idad y la vorti
idadson adve
tadas 
omo es
alares pasívos.
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Capítulo 1Introdu

iónLa dinámi
a de los �uidos in
ompresibles está des
ripta en forma 
om-pleta por la e
ua
ión de Navier-Stokes [21℄, en la 
ual 
ompiten e intera
tuánpro
esos produ
idos por intera

iones no-lineales, fri

ión interna, forzantesexternos y 
ondi
iones de borde. El 
omportamiento del �ujo será tan di-verso 
omo las diferentes formas en que se 
ombinen los pro
esos naturalesintrínsi
os de la dinámi
a del �uido.En parti
ular, el estado turbulento, resultado del predominio de las in-tera

iones no-lineales frente a la disipa
ión vis
osa, puede observarse enabundantes formas en la naturaleza, 
omo por ejemplo en �ujos geofísi
osy astrofísi
os. La razón entre la amplitud de estos dos pro
esos es des
riptaa través del número de Reynolds, el 
ual puede tomar valores tan grandes
omo Re ≈ 108 o mayor en la atmósfera y en los o
éanos [58℄, y Re ≈ 1012o mayor en �ujos astrofísi
os [56℄. Estos fenómenos todavía no pueden sersimulados 
ompletamente por medio de simula
iones numéri
as dire
tas de-bido a la 
apa
idad limitada de poder de 
ál
ulo de las super
omputadorasa
tuales [32℄. Por lo 
ual se bus
a identi�
ar 
ara
terísti
as estadísti
as del�ujo turbulento a través de dos propiedades que lo de�nen: las leyes de es
alay la intermiten
ia.En un �ujo turbulento, 
antidades 
omo la energía, la enstrofía y la he-li
idad suelen 
ara
terizarse 
on espe
tros (o fun
iones de 
orrela
ión) quesiguen leyes de poten
ia. Así, 
iertas magnitudes estadísti
as del �ujo sonlas mismas para diferentes longuitudes de interés, salvo por un fa
tor de es-
ala. Esto nos da la posibilidad de 
omprender pro
esos en rangos de es
alasmayores que las que podemos simular 
omputa
ionalmente.Sin embargo, los �ujos turbulentos suelen también ser intermitentes [59℄.Si un dado momento de la distribu
ión de probabilidad de la velo
idad del�uido es invariante de es
ala 
on un exponente de es
ala dado, los demásmomentos (en general, de orden mayor) están 
ara
terizados por exponentes6



de es
ala que no pueden ser predi
hos trivialmente a partir del primero. Entérminos simples, al observar es
alas 
ada vez más pequeñas, los �ujos turbu-lentos tienen 
ada vez más probabilidad de desarrollar eventos muy energéti-
os lo
alizados espa
ial y temporalmente. Este aumento de la probabilidad
on la disminu
ión de la es
ala resulta en una ruptura de la invarian
ia dees
ala perfe
ta, y en estadísti
a no-Guassiana para las �u
tua
iones de lavelo
idad.La 
ara
teriza
ión de estos eventos extremos es una parte importante delestudio de los �ujos turbulentos. Mientras que existen mu
has herramientaspara 
ara
terizar la intermiten
ia en �ujos isótropos y homogéneos (la fun
iónde estru
tura por ejemplo) [19℄, en �ujos anisótropos su estudio se en
uentramenos desarrollado.Un ejemplo importante de �ujos anisótropos está dado por los �ujosrotantes. Flujos de gran es
ala en la atmósfera y en los o
éanos se ven predom-inantemente afe
tados por la rota
ión de la tierra. La rota
ión, además, sepresenta en mu
hos �ujos de interés ingenieril [15℄. La ruptura de la isotropíaen un �ujo a través de la rota
ión esta a
ompañada por un reordenamientode la energía y de los 
ampos de velo
idad y vorti
idad, el 
ual trataremosde identi�
ar y expli
ar en este trabajo.En esta tésis usaremos el exponente de 
an
ela
ión para estudiar las leyesde es
ala y la intermiten
ia en �ujos turbulentos. El mismo nos dará infor-ma
ión sobre las varia
iones rápidas en el signo de un 
ampo para es
alasarbitrariamente 
hi
as [55℄.La estru
tura de la tesis es la siguiente. En el 
apítulo 2 introdu
imosfundamentos y no
iones bási
as para el entendimiento y des
rip
ión de los�ujos turbulentos, expli
ando las formas en que se lo 
ara
teriza. Se introdu
ebrevemente la teoría de Kolmogorov (K41) desde una visión fenomenológi-
a, se desarrollan sus resultados mas releventes, y se introdu
e el 
on
eptode intermiten
ia, ne
esario para entender algunas de las limita
iones de lateoría. Finalmente, presentamos algunas herramientas y extensiones de lateoría K41 ne
esarias para entender el 
omportamiento del 
aso anisótropode la turbulen
ia en un sistema rotante. En el 
apítulo 3 des
ribimos las her-ramientas y los métodos utilizados para la produ

ión y el análisis de datosprovenientes de simula
iones numéri
as dire
tas. Introdu
imos el exponentede 
an
ela
ión y el pro
edimiento usado en esta tesis para el 
ál
ulo del mis-mo por medio de pro
esadores en paralelo. El 
apítulo 4 está dedi
ado a laexposi
ión y análisis de los resultados obtenidos, 
omparando el exponente de
an
ela
ión y su ley de es
ala entre �ujos isótropos y �ujos rotantes. Dentrode este último estudiamos el ordenamiento del �ujo y la existen
ia de leyesde es
ala debidas a la rota
ión, y 
onstrastamos 
on la teoría de ondas para�ujos rotantes a través de los 
ampos promediados sobre el eje de rota
ión del7



sistema. Finalmente presentamos las 
on
lusiones del trabajo en el 
apítulo6.
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Capítulo 2Turbulen
iaEn este 
apítulo introdu
imos 
on
eptos bási
os del estudio de la turbu-len
ia que serán útiles en los 
apítulos siguientes. Expli
aremos los elementosbási
os de la dinámi
a de �uidos a través de la e
ua
ión de Navier-Stokes,para luego des
ribir la diferen
ia entre un �ujo laminar y uno turbulentopor medio del número de Reynolds y la existen
ia de simetrías en el �ujo.In
luimos la de�ni
ión de la fun
ión de estru
turas que será fundamentalal momento de presentar la teoría desarrollada en 1941 por Kolmogorov, la
ual es una pieza fundamental en el entendimiento atual de la turbulen
ia.Finalmente, abordamos el 
aso de la turbulen
ia en un sistema rotante, queserá tratado en gran parte de esta tésis.2.1. Turbulen
ia isótropa y homogéneaEl estudio de la dinámi
a de los �uidos es usualmente abordado desdela me
áni
a 
lási
a, es de
ir, desde la me
áni
a Newtoniana. Los axiomasfunda
ionales de la dinámi
a de �uidos son las leyes de 
onserva
ión. Con-sideraremos el �uido 
omo un 
ontinuo de materia, a pesar de que estos están
onformados por molé
ulas. La esen
ia de la aproxima
ión al 
ontinuo ya
een que la velo
idad y otras propiedades del �ujo puedan ser de�nidas 
omopromedios sobre regiones del espa
io e intervalos temporales que sean grandes
omparadas 
on las del movimiento mole
ular, y pequeñas 
omparadas 
ones
alas 
ara
terísti
as del �ujo 
ontinuo [6℄. Nos interesaremos en los �uidos
uya razón de deforma
ión es lineal 
on respe
to al esfuerzo realizado sobreeste, siendo esta rela
ión de�nida 
omo la vis
osidad, los 
uales son llamados�uidos newtonianos. La e
ua
ión de Navier-Stokes surge de la 
onserva
ióndel momento de un �uido. En parti
ular, para un �uido in
ompresible yhomogéneo newtoniano es [44℄ 9



∂tv + (v · ∇)v = ν∇2v −
∇p

ρ
+ f , (2.1)

∇ · v = 0, (2.2)donde v es el 
ampo de velo
idad, p la presión, f las fuerzas externas y νla denominada vis
osidad 
inemáti
a de�nida 
omo ν = µ
ρ
donde µ es lavis
o
idad dinámi
a del �uido y ρ su densidad. El segundo término de laizquierda en la e
ua
uión se denomina término 
onve
tivo, mientras que elprimer termino de la dere
ha 
orresponde a los esfuerzos vis
osos.La diferen
ia entre un �ujo laminar y uno turbulento está intimamenterela
ionada 
on la 
ompeten
ia entre el término 
onve
tivo y el de esfuerzosvis
osos. Adimensionalizando la e
ua
ión de Navier-Stokes y es
ribiendo 
adauno de sus términos a través de es
alas 
ara
terísti
as L, U y T , podemosver que la razón entre los términos 
onve
tivo y vis
oso es [18℄,

Re =
UL

ν
, (2.3)que se 
ono
e 
on el nombre de número de Reynolds. El mismo rela
iona latransferen
ia de momento iner
ial 
on la transferen
ia de momento mole
ular.Cuando el número de Reynolds es pequeño la vis
osidad suaviza los gra-dientes en la velo
idad, es de
ir, el �uido �uye en 
apas paralelas sin en-tremez
larse; a este estado del �ujo se lo 
ono
e 
omo laminar. Cuandoel número de Reynolds es grande, el movimiento es dominado por las no-linealidades, generando, entre otras 
osas, movimiento en es
alas mas pe-queñas que a su vez generan movimientos en es
alas aún mas pequeñas.Debido a que la genera
ión de movimiento en es
alas menores es multipli
a-tiva y 
ada vez más rápida es que se 
ono
e este pro
eso 
omo 
as
ada. Elestado estadísti
amente esta
ionario de la turbulen
ia in
luye a la 
onjun
iónde todas estas es
alas [21℄.2.1.1. Simetrías y 
onserva
iónSe 
ree que la e
ua
ión de Navier-Stokes 
ontiene todas las 
ara
terís-ti
as importantes de la turbulen
ia. Deberíamos poder obtener enton
es apartir de esta misma todos los 
omportamientos posibles de un �ujo, des-de el estado laminar hasta el turbulento 
ompletamente desarrollado. Paraestudiar los 
omportamientos intermedios se utiliza 
omo parámetro de 
on-trol el número de Reynolds. Con el �n de ilustrar el desarrolllo de un �ujoturbulento, nos 
entraremos en un ejemplo en parti
ular [21℄, el 
aso de un�ujo externo que in
ide sobre un 
ilindro 
omo se muestra en la �gura 2.1.10



Figura 2.1: : Esquema que muestra el efe
to de un �ujo uniforme al in
idir sobreun 
ilindro. De arriba ha
ia abajo y de izquierda a dere
ha aumenta el númerode Reynolds del �ujo, evolu
ionando del estado laminar hasta el de turbulen
ia
ompletamente desarrollada. En la �gura, x es la dire

ión horizontal, y la verti
aly z la dire

ión saliente de la hojaPara número de Reynolds pequeño, se observa simetría de re�exión espa
ialen el �ujo respe
to a los ejes x e y, e invarianza en el tiempo y trasla
ionalen el eje z (�gura 2.1 (a)). Todas estas simetrías satisfa
en la e
ua
ión deNavier-Stokes menos la inversión en el eje x; sin embargo, esta se satisfa
e enla e
ua
ión de Stokes, 
uando se despre
ia el término no-lineal de la e
ua
iónde Navier-Stokes. Al aumentar la velo
idad del �ujo in
idente (y en 
onse-
uen
ia el número de Reynolds), se rompe la simetría en el eje x, lo 
ualmuestra 
omo empieza a dominar el término no-lineal al aumentar el númerode Reynolds. Luego, se rompe la simetría temporal debido a una bifur
a
iónde Andronov-Hopf que ha
e que el �ujo se 
onvierta en periódi
o en el tiem-po (�gura 2.1 (b)); esto no quiere de
ir que se rompe la invarianza, sino queel sistema pasa de tener una invarianza 
ontínua a una dis
reta. De la mismaforma su
ede 
on la simetría en y, que se rompe y se forman los 
aminos deKármán; 
ada medio período los remolinos del margen superior serán igualesa los del margen inferior, 
omo se observa en la �gura 2.1 (
). No se sabepara que número de Reynolds se rompe la simetría en z, pero hay eviden
iasnuméri
as y experimentales que indi
an que 
uando el número de Reynoldsex
ede un valor 
ríti
o la invarianza se rompe espontáneamente. Luego existeun umbral para el 
ual el �ujo se ha
e 
aóti
o en su dependen
ia temporal y�nalmente, aguas abajo, el �ujo presenta un desorden espa
ial que se 
ono
e
omo turbulen
ia isótropa y homogénea, debido a que estadísti
amente su11



aspe
to no 
ambia ante rota
iones y trasla
iones (�gura 2.1 (d) y (e)). El�ujo turbulento para número de Reynolds lo su�
ientemente grande 
omopara que las simetrías rotas se vuelvan a re
uperar en un sentido estadís-ti
o, se llama turbulen
ia 
ompletamente desarrollada [53℄. En este trabajotrataremos siempre 
on turbulen
ia 
ompletamente desarrollada.Condi
iones de 
ontorno periódi
asPara poder apre
iar las simetrías de la e
ua
ión de Navier-Stokes hayque expli
itar las 
ondi
iones de 
ontorno. Una manera de resolver esto enla teoría es eliminar las 
ondi
iones de 
ontorno y 
onsiderar que el �uidollena todo el espa
io tridimensional. Sin embargo, esto 
onlleva a problemasnuméri
os, por lo que asumiremos espa
ialmente 
ondi
iones de 
ontornoperiódi
as (c.c.p.), esto es [24℄:
v(x+ nL, y +mL, z + qL) = v(x, y, z) (2.4)para todo x, y, z y todo n, m y q entero, donde L es el período del dominioespa
ial. Así se podrán ha
er todos los 
ál
ulos para x, y, z entre 0 y L y�nalmente 
onsiderar L → ∞ 
uando sea ne
esario. A partir de las c.c.p. lafuerza sobre 
ualquiera de los 
ontornos se puede trasladar al �uido de lasuper�
ie opuesta, lo que da libertad para eliminar el término de presión enla e
ua
ión de Navier-Stokes. La e
ua
ión de Navier-Stokes se puede es
ribirenton
es a través de la vorti
idad ω = ∇× v 
omo:

∂tω = ∇× (v × ω) + ν∇2ω, (2.5)y la vorti
idad también es periódi
a en el dominio.Leyes de 
onserva
iónEl teorema de Noether enun
ia que podemos en
ontrar una magnitud
onservada por 
ada simetría en un sistema que pueda ser des
ripto pormedio de una fun
ión de Lagrange. Las simetrías 
ono
idas de la e
ua
ión deNavier-Stokes son: trasla
ión espa
ial, trasla
ión temporal, transforma
ióngalileana, simetría de paridad, invarianza de rota
ión y transforma
ión dees
ala [52℄. Estas simetrías no son 
ompletamente relevantes para nuestroproblema de interés debido a que la e
ua
ión de Navier-Stokes es disipatíva.Sin embargo se apli
an a la e
ua
ión de Euler (ν = 0) y son útiles para poder
omprender las 
onserva
iones globales en el límite de la vis
osidad yendo a
ero. 12



Veamos 
omo podemos entender estas 
onserva
iones apli
adas a un mag-nitud arbitraria. Consideremos f(r) 
omo una fun
ión espa
ial 
ualquiera.El promedio sobre un volumen BL de dimensión 
ara
terísti
a L será:
〈f〉 =

1

L3

∫

BL

f(r)dr. (2.6)Las prin
ipales 
onserva
iones 
ono
idas en la e
ua
ión de Euler son:
onserva
ión del momento
d

dt
〈v〉 = 0, (2.7)
onserva
ión de la energía

d

dt
〈
1

2
v2〉 = 0, (2.8)
onserva
ión de la heli
idad

d

dt
〈
1

2
v · ω〉 = 0. (2.9)A partir de estas magnitudes en el 
aso de la e
ua
ión de Navier-Stokes sepuede llegar a las rela
iones

d

dt
E = −2νΩ,

d

dt
H = −2νHω, (2.10)donde

E =
〈1

2
|v|2

〉

,Ω =
〈1

2
|ω|2

〉

, H =
〈1

2
v · ω

〉

, Hω =
〈1

2
ω · ∇ × ω

〉

. (2.11)También se de�ne la tasa de disipa
ión de la energía, una magnitud muyutilizada en turbulen
ia, 
omo:
ǫ =

d

dt
E. (2.12)Todas estas magnitudes y sus respe
tivas rela
iones de balan
e son degran importan
ia al momento de 
ara
terizar un �ujo.13



2.1.2. Fun
iónes de estru
turaPara poder des
ribir las propiedades de un �ujo turbulento es 
omúnutilizar el 
ampo de velo
idad del �ujo, y en parti
ular los in
rementos y
orrela
iones espa
iales del mismo [33℄. Se de�nen las fun
iónes de in
remen-to de primer orden y de 
orrela
ión a dos puntos del 
ampo de velo
idadrespe
tivamente 
omo
δv(r, l) = v(r + l)− v(r), (2.13)
C(r, l) = v(r) · v(r + l). (2.14)El 
ampo de velo
idad, estadísti
amente, está 
ompletamente des
riptoa través de todos los momentos del in
remento. En parti
ular suelen 
onsid-erarse los momentos del in
remento longitudinal de�nidos 
omo

Sp(l) =
〈[

(δv||(r, l))
]p〉

=

〈[

(v(r + l)− v(r)) ·
l

|l|

]p〉

. (2.15)Se llama a Sp la fun
ión de estru
tura de orden p. En un �ujo turbulentoexiste un rango de es
alas en los que estas fun
iones siguen una ley de es
alas
Sp ∼ lξp , (2.16)donde ξp son los exponentes de es
ala [36℄. Los exponentes ξp son usados para
ara
terizar la intermiten
ia en turbulen
ia isótropa y homogénea, pero noson útiles en �ujos anisótropos.Es importante notar que algunos de los momentos de los in
rementoslongitudinales están rela
ionados 
on el espe
tro de Fourier de la energíay su �ujo. Esta propiedad es muy útil debido a la 
apa
idad para poder
uanti�
ar la 
antidad de energía 
ontenida en una es
ala determinada, esde
ir, para 
ada 
omponente del espe
tro de Fourier k aso
iada a una es
aladel sistema l ∝ 1/k. Utilizando el teorema de la 
onvolu
ión se puede verque el espe
tro de Fourier de la energía es propor
ional a la transformadaFourier de la fun
ión 
orrela
ión. Desarrollando la fun
ión de estru
tura desegundo orden obtenemos

S2(l) = 〈v2(r)〉 − 2〈v(r) · v(r + l)〉+ 〈v2(r + l)〉 = −2C(l) + 2U2, (2.17)donde C(l) = 〈C(r, l)〉 y U2 es la velo
idad 
uadráti
a media. Podemosobservar enton
es la rela
ión de la fun
ión de estru
tura de segundo ordeny el espe
tro de energía a través de la fun
ión de 
orrela
ión, la 
ual es de14



gran importan
ia, ya que podemos 
ono
er la energía del sistema midiendola fun
ión de estru
tura de segundo orden del 
ampo de velo
idad.En resumen, 
ono
er el espe
tro, la fun
ión de 
orrela
ión, o la fun
iónde estru
tura de segundo orden es de suma importan
ia para 
ara
terizar lasleyes de es
ala que sigue el �ujo, y por lo tanto para estudiar la turbulen
ia.2.2. Teoría de Kolmogorov de 19412.2.1. Introdu

iónAntes de estudiar los �ujos rotantes, 
onviene 
onsiderar la teoría bási
aque des
ribe las leyes de es
ala que se observan en turbulen
ia isótropa yhomogénea 
ompletamente desarrollada. Esta teoría se basa en los 
on
eptosde espe
tros y fun
iones de estru
tura des
riptos mas arriba, y fue presentadapor Kolmogorov en 1941 [40, 41, 42℄.2.2.2. Rango iner
ialPara 
omprender la teoría de 1941 de Kolmogorov, primero debemos re-stringir el rango de es
alas en el 
ual ésta se 
umple. En un �ujo turbulentotenemos tres es
alas 
ara
terísti
as: la es
ala de inye

ión de energía del sis-tema, la es
ala disipativa, y entre estas dos tenemos el rango iner
ial, quees el intervalo que satisfa
e leyes de es
ala. La forma estri
ta de de�nir elrango iner
ial es a través de la ley de los 4/5 que veremos más adelante; sinembargo el rango iner
ial se puede 
omprender desde un sentido más físi
o.Diremos que estamos observando es
alas en el rango iner
ial 
uando en elestado esta
ionario de un �ujo turbulento, desde un punto de vista estadís-ti
o, la energía entrante en esa es
ala es igual a la energía saliente, que esequivalente a de
ir que solamente hay intera

iones no-lineales en este rangoy por lo tanto el forzado externo y las fuerzas vis
osas pueden ser despre
i-adas. Podemos entender enton
es al rango iner
ial 
omo el rango en el 
uallos vórti
es mas grandes ex
itan vórti
es mas pequeños, que a su vez ex
i-tan otros mas pequeños sin perdida de energía debido a la vis
osidad. Estolo modela por primera vez Ri
hardson a través del esquema de 
as
ada deenergía que se muestra en la �gura 2.2. El modelo de Ri
hardson ne
esita dedos fuertes hipótesis: que las intera

iones entre es
alas sean úni
amente anivel lo
al, y que en este rango se 
umpla invarianza de es
ala [60℄, ambashipótesis asumidas luego por la teoría de Kolmogorov.Considerando la �gura 2.2 podemos pensar que los vórti
es de mayortamaño serán del orden de la es
ala integral, es de
ir, de la es
ala en la que15



Figura 2.2: : Esquema que muestra la visión de Ri
hardson de la transferen
ia deenergía a través de las es
alas en el rango iner
ialse produ
e la turbulen
ia, mientras que los mas pequeños serán del tamañode la es
ala disipativa. En ausen
ia de intermiten
ia y en tres dimensiones,el número de vórti
es 
on tamaño 
ara
terísti
o l aumenta 
omo l3n, paraasegurar que los vórti
es pequeños llenen el espa
io o
upado por los vórti
esmas grandes (n es el número de paso en la 
as
ada). La energía introdu
idaen la es
ala del forzante es enton
es transferida a las es
alas mas pequeñasen forma jerarquizada y �nalmente removida en la es
ala disipativa.Para entender la lo
alidad entre intera

iones pensemos en la distorsiónde un vórti
e de tamaño l, que depende fuertemente de la 
izalla, es de
ir,del gradiente de velo
idad. Para es
alas 
ara
terísti
as l la 
izalla será
sl ∼

vl
l
, (2.18)donde vl es la velo
idad 
ara
terísti
a en la es
ala l. Asumiendo que la ve-lo
idad sigue una ley de es
alas vl ∼ lα, para α < 1 la 
izalla sigue una ley

sl ∼ lα−1 
on exponente negativo. Esto impli
a que la 
izalla mas pequeñaestará 
on
entrada en las es
alas mas grandes, es de
ir, la es
ala integral,mientras que la 
izalla será mas grande en las es
alas mas 
hi
as, es de
ir, enel rango disipativo. La distorsión que sufrirá un vórti
e de tamaño l respe
tode otro de tamaño mayor será pequeña, debido a que la 
izalla en es
alasmayores es muy pequeña. Por otro lado la distorsión que sentirá este vórti
erespe
to de otros vórti
es mas pequeños también será 
hi
a, debido a que losvórti
es pequeños tendrían que a
tuar 
oherentemente sobre el mayor parapoder distorsionarlo efe
tivamente [21℄. Como resultado, si α < 1 se puede es-perar que solamente los vórti
es de tamaño pare
ido a nuestro vórti
e ini
ial16



puedan deformarlo.La validez de la hipótesis de lo
alidad se veri�
ó re
ientemente en simu-la
iones a números de Reynolds altos [68, 32, 31℄.En 
uanto a la invarianza de es
alas podemos de
ir que ésta será violadasi los vórti
es pequeños no o
upan el mismo espa
io que los vórti
es grandes.Este es efe
tivamente el 
aso en los �ujos turbulentos, donde la intermiten
iaha
e que los vórti
es mas pequeños se 
on
entren y lo
ali
en en el espa
io yen el tiempo [45, 28, 46℄.2.2.3. Fenomenología de la turbulen
iaConsideremos un vórti
e de tamaño l que 
ambia al ser deformado; si tles el tiempo de giro del vórti
e, enton
es en ausen
ia de otro tiempo 
ara
-terísti
o es razonable pensar que también es el tiempo de transferen
ia de suenergía desde l ha
ia es
alas mas pequeñas [21℄. Podemos enton
es 
onsiderarque el �ujo de energía entre es
alas Πl será propor
ional a la energía 
inéti
asobre el tiempo tl, esto es
Πl ∼

v2l
tl

∼

v3l
l
, (2.19)donde vl indi
a la velo
idad típi
a aso
iada a la es
ala l (estri
tamentehablando, vl 
orresponde a S1(l), la fun
ión de estru
tura de primer orden,

v2l 
orresponde a S2(l), et
.). En el rango iner
ial, donde no hay inye

ióndire
ta ni disipa
ión de energía, el �ujo de energía deberá ser independientede l e igual a la tasa de energía media disipada ǫ, es de
ir, Πl ∼ ǫ, lo queimpli
a que la velo
idad 
ara
terísti
a en la es
ala l será
vl ∼ ǫ1/3l1/3. (2.20)Esto expresa que el 
ampo de velo
idad es un invariante de es
ala 
on expo-nente h = 1/3. Luego, el tiempo 
ara
terísti
o de un vórti
e de tamaño l es

tl ∼ ǫ−1/3l2/3. Notar que estos exponentes son 
onsistentes 
on la hipótesisde lo
alidad de intera

iones dis
utida previamente.Cuando la es
ala l se a
er
a a la es
ala integral l0, es de
ir, la es
alade la produ

ión de la turbulen
ia, enton
es será v0 ∼ ǫ1/3l
1/3
0 , o en formaequivalente ǫ ∼

v3
0

l0
.Para obtener la es
ala mas pequeña del rango iner
ial, veamos que eltiempo típi
o en que la difusión vis
osa atenúa ex
ita
iones en la es
ala l es

tdifl ∼

l2

ν
, (2.21)17



el 
ual tiende a 
ero 
on l mu
ho más rápido que tl. Sin importar que tan pe-queña sea la vis
osidad, la difusión será relevante por debajo de alguna es
ala[42℄. Igualando los dos tiempos obtenemos la es
ala disipativa de Kolmogorov
η ∼

(ν3

ǫ

)1/4

. (2.22)2.2.4. Hipótesis de la teoríaEl análisis dimensional en la se

ión anterior, y los siguientes resultadosque dis
utiremos, requieren de 
iertas hipótesis que 
onviene expli
itar.Como dijimos anteriormente, Kolmogorov asume que el �ujo turbulentoes invariante ante 
ambios de es
alas dentro del rango iner
ial, lo que signi�
aque las propiedades de un �ujo serán iguales ex
epto por un fa
tor de es
alaen todas las es
alas del rango iner
ial. Esto puede expresarse por la siguientee
ua
ión para las fun
iónes de estru
tura del 
ampo de velo
idad v:
δv(x, λl) = λhδv(x, l), (2.23)para todo valor de x y todo valor de los in
rementos l y λl pequeños 
ompara-dos 
on la es
ala del forzado, de manera que no se esté tomando el 
ampo develo
idad fuera del rango iner
ial. Esta hipótesis equivale a asumir la ausen-
ia de intermiten
ia, y permite obtener los momentos de 
ualquier orden Sp
ono
iendo que S1(l) ∼ ǫ1/3l1/3 (e
ua
ión (2.20)).Kolmogorov también asume universalidad en los �ujos turbulentos. Uni-versalidad es la independen
ia que tiene el 
omportamiento de un �ujo tur-bulento respe
to a la forma de inye

ión de energía que este tenga. Estopuede verse 
omo la invarianza de las leyes de es
ala respe
to a los distintosme
anismos posibles de forzado.La última hipótesis que utiliza Kolmogorov para desarrollar su teoría esque un �ujo turbulento tiene una tasa de disipa
ión media ǫ por unidad demasa �nita y distinta de 
ero aún en límite de la vis
osidad yendo a 
ero.2.2.5. Ley de los 4/5La ley de los 4/5 es un resultado de gran relevan
ia, debido a que esun resultado exa
to para la expresión de la fun
ión de estru
tura de ter
erorden del in
remento longitudinal de la velo
idad. Kolmogorov derivó esteresultado de la e
ua
ión de Navier-Stokes asumiendo homogenidad, isotropíay la última de las hipótesis antes men
ionadas [40℄.La ley di
e lo siguiente: en el límite de Re → ∞, la fun
ión de estru
turalongitudinal de un �ujo turbulento homogéneo e isótropo en el rango iner
ial,18



está dada en término de la tasa media de disipa
ión por unidad de masa ǫpor la expresión
〈
[

δv(r, l)
]3
〉 = −

4

5
ǫl. (2.24)Este resultado sirve de 
ondi
ión de ini
io para mu
has teorías de tur-bulen
ia isótropa y homogénea ya que es exa
to y no trivial. La deriva
iónformal de este resultado puede verse en [21℄. Sin embargo, en el 
ontextode esta tesis, puede veri�
arse fa
ilmente asumiendo invarianza de es
alatomando el 
ubo de la e
ua
ión (2.20), que resulta en vl

3
∼ ǫl.2.2.6. Prin
ipales resultados de la teoría de KolmogorovConsiderando la hipótesis de autosimilaridad de un �ujo turbulento isótropoy homogéneo en el rango iner
ial, y tomando el resultado para la velo
idad
ara
terísti
a en la es
ala l (o para la fun
ión de estru
tura de primer or-den) expresado por la e
ua
ión (2.20), podemos obtener los exponentes dees
ala del �ujo, o equivalentemente, una ley de es
alas para las fun
iones deestru
tura de todos los órdenes.Primero notemos que por isotropía y homogenidad Sp(l) = Sp(l); luego
omo el �ujo es autosimilar la fun
ión de estru
tura de orden p satisfa
e

〈δv||(r, λl)〉
p = λph〈δv||(r, l)〉

p. (2.25)Luego, 
omo se debe 
umplir la e
ua
ión (2.20), es de
ir, para la fun
iónde estru
tura de orden p = 1, obtenemos que h = 1/3. Por lo que llegamosal resultado de que para la fun
ión de estru
tura de orden p

Sp(l) = 〈(δv(l))p〉 ∝ lp/3. (2.26)Luego, por medio de un análisis dimensional obtenemos
Sp(l) = Cpǫ

p/3lp/3, (2.27)donde Cp es adimensional y para p = 3, C3 = −4/5, el 
ual es universale independiente del �ujo 
onsiderado por la ley de los 4/5 dis
utida en lase

ión anterior.Que la fun
ión de estru
tura de segundo orden sea propor
ional a l2/3impli
a una ley de poten
ias de k−5/3 para el espe
tro de energía E(k). Enforma mas pre
isa,
E(k) ∝ ǫ2/3k−5/3. (2.28)19



El resultado obtenido por Kolmogorov para E(k) es muy utilizado en elestudio de �ujos turbulentos, siendo una muy buena aproxima
ión para elespe
tro de energía en el 
aso de un �ujo isótropo y homogéneo.2.2.7. Limita
iones de la teoría de Kolmogorov e inter-miten
iaA pesar de que la teoría de Kolmogorov predi
e 
orre
tamente algunosresultados, 
omo el espe
tro de energía E(k) en el rango iner
ial y la ley delos 4/5 (úni
amente este último es un resultado exa
to para �ujos isótropos)la limita
ión prin
ipal de la teoría de Kolmogorov es la de asumir autosimi-laridad dentro del rango iner
ial. Para des
ribir mejor el 
omportamiento deun �ujo turbulento hay que 
onsiderar los efe
tos de intermiten
ia en el rangoiner
ial, que 
orresponden a desvia
iones de la estri
ta autosimilaridad.La intermiten
ia se puede entender enton
es 
omo una ruptura de lainvarianza de es
alas [4℄. Para un �ujo autosimilar, independientemente de enque es
alas nos situemos, siempre observaríamos, estadísti
amente, el mismotipo de 
omportamiento. En un �ujo intermitente el resultado de lo queobservemos va a depender de la es
ala a la que examinemos. En parti
ular,en un �ujo intermitente observamos, a medida que 
onsideramos es
alas 
adavez mas pequeñas, eventos muy energéti
os y lo
alizados en el espa
io y eltiempo 
on una probabilidad 
ada vez mayor (
omparada 
on la o
urren
iaesperada para una distribu
ión Gaussiana) [5℄. Cuanto más intermitente seaun �ujo, menos autosimilar será.El he
ho de que un �ujo turbulento isótropo y homogéneo no sea autosim-ilar se re�eja en desvia
iones de las fun
iones de estru
tura de orden p de laley esperada ∼ lp/3 
ada vez mayores a medida que se aumenta el orden [7℄[8℄ .2.3. Turbulen
ia rotanteEn esta tesis 
onsideramos mayormente �ujos rotantes. En un �ujo rotantela e
ua
ión de momento se ve afe
tada por el término de Coriolis. La e
ua
iónde Navier-Stokes en un sistema de referen
ia rotante toma la forma
∂tv + v · ∇v = −∇P − 2Ω× v + ν∇2v + f , (2.29)

∇ · v = 0, (2.30)donde Ω = Ωẑ es la rota
ión del sistema, el segundo término a la dere
ha 
or-responde a la a
elera
ión de Coriolis, y la a
elera
ión 
entrifuga fue absorbida20



dentro de la presión P = p/ρ+ 1
2
|Ω× x|2.La rota
ión introdu
e una dire

ión privilegiada y rompe la isotropíadel sistema. La anisotropía de los �ujos rotantes es de interés en pro
esoso
éani
os y atmosféri
os de gran es
ala [9℄, que expli
a fenómenos tales 
omolos jets atmósferi
os [67℄ [63℄ y eventos lo
alizados y altamente energéti
os
omo los entornos de tornados [34℄. También es importante para 
ompenderproblemas planetarios y estelares [35℄, y en �ujos magnéti
os anisótropos [1℄.La 
ompeten
ia entre la fuerza de Coriolis y las fuerzas iner
iales afe
tanel 
omportamiento del �ujo turbulento. La importan
ia que tiene la rota
iónen la dinámi
a del �ujo es medida a través del número de Rossby

Ro =
U

2ΩL
, (2.31)donde U y L son, respe
tivamente, la velo
idad y longitud 
ara
terísti
adel sistema. El número de Rossby es justamente la razón entre la fuerzade Coriolis y el término no-lineal de la e
ua
ión (2.29). Para Ro → ∞ larota
ión, y por lo tanto el término de Coriolis, se ha
en despre
iables, y el�ujo turbulento debería re
obrar su isotropía.En el límite de Ro → 0 (rota
ión rápida) se 
ree que el �ujo se vuelvebidimensional (2D) [23℄. Este fenómeno se puede expli
ar a través de lateoría de ondas resonantes [66℄, que 
onsidera al 
ampo de velo
idad del �uido
omo una superposi
ión de ondas iner
iales 
on alta fre
uen
ia 
ara
terísti
a,modulada por vórti
es 
on es
ala temporal lenta. De la teoría no-lineal débilse deriva una e
ua
ión promediada para la dinámi
a en esta es
ala temporallenta [16, 17℄. La e
ua
ión expli
a la transferen
ia de energía de las es
alas
hi
as a las grandes (y de los modos tridimensionales a los bidimensionales)a través de la resonan
ia de las intera

iones entre tríadas de ondas iner
iales[65℄.2.3.1. Teoría de ondas resonantes y e
ua
ión promedioAdimensionalizando la e
ua
ión de Navier-Stokes rotante sin forzante ex-terno a través de las es
alas 
ara
terísti
as L y U (respe
tivamente la lon-guitud y la velo
idad) ésta queda expresada en términos de los números deReynolds y de Rossby

∂tṽ + ω̃ × ṽ = −∇̃P̃ −
2

Ro
ẑ × ṽ +

1

Re
∇̃2ṽ, (2.32)De aquí en adelante omitiremos el simbolo ∼ para las variables adimen-sionales. 21



Para en
ontrar la solu
ión de la e
ua
ión de Navier-Stokes en el límite
Ro → 0, mantendremos primero solo el orden dominante, es de
ir,

∂tv +
2

Ro
ẑ × v = 0. (2.33)Bajo esta aproxima
ión simpli�
ada, la solu
ión está dada por la super-posi
ión de ondas heli
oidales [66℄

v(x, t) =
∑

k

∑

s=±1

as(k, t)hs(k)e
ik·x, (2.34)donde h±(k) son los modos de heli
idad, de�nidos 
omo autofun
iones or-togonales del operador rotor, satisfa
iendo ik×hs = s|khs| 
on s = ±1. Enel espa
io de Fourier el 
ampo de velo
idad para un úni
o ve
tor de ondaserá

v(k) = a+(k)h+ + a−(k)h−. (2.35)Al expandir la solu
ión del 
ampo de velo
idad en modos heli
oidales yevaluar en la e
ua
ión (2.32) queda explí
ito que los modos intera
tuan pormedio de tríadas, es de
ir, la evolu
ión de un modo heli
oidal en un �ujoturbulento va a estar a
oplada 
on otros modos heli
oidales úni
amente dea tres.En un sistema rotante, los modos de heli
idad son ondas iner
iales, lo
ual ha
e de la des
omposi
ión heli
oidal la representa
ión mas ade
uada del
ampo de velo
idad [15℄. Las amplitudes de las ondas de heli
idad tienenuna os
ila
ión armóni
a rápida as(k, t) = Ask exp(iωskt/Ro) dada por lafre
uen
ia ωsk = 2s(ẑ · k)/k = 2skz/k = 2s cos θk, 
on θk el ángulo entre elve
tor Ω y el ve
tor número de onda k.El resultado de esta aproxima
ión simpli�
ada para Ro → 0 solo es váli-da para tiempos del orden del número de Rossby, por lo 
ual la solu
ión no
onsidera la evolu
ión para tiempos largos de las amplitudes de las ondas.Esto es asi porque la solu
ión de la e
ua
ión (2.32) evolu
iona en fun
ión dedos es
alas temporales, una lenta t y el tiempo rápido τ = t/Ro aso
iado alas ondas iner
iales, por lo que la solu
ión de la aproxima
ión perturbativasimpli�
ada no puede ser ade
uada para tiempos largos. Sin embargo, la solu-
ión (2.34) puede seguir siendo útil al agregar una dependen
ia temporal 
ones
ala temporal t a las amplitudes de las ondas as(t, τ) = Ask(t) exp(iωskτ),lo 
ual nos da una solu
ión que 
ontiene la os
ila
ión rápida de las ondasiner
iales, moduladas por la amplitud dependiente del tiempo lento Ask(t)aso
iada a los vórti
es. 22



Para obtener la evolu
ión de amplitud en la es
ala lenta, remplazamos(2.34) en la e
ua
ión (2.32). El término de Coriolis es diagonal en la base delespa
io de Fourier por lo 
ual la e
ua
ión toma la forma
(

∂t −
i

Ro
ωsk +

1

Re
k2
)

ask =
1

2

∑

k+p+q=0

∑

sp,sq

C
sk,sp,sq
kpq a∗spa

∗
sq , (2.36)donde observamos que la suma es sobre los números de onda que satisfagan

k+p+q = 0, la 
ual es la 
ondi
ión de resonan
ia entre tríadas para tiemposrápidos [66℄. Ahora es
ribiendo la varia
ión temporal 
omo la varia
ión sobreambas es
alas temporales, es de
ir, ∂t → ∂t + (1/Ro)∂τ , obtenemos unae
ua
ión para la amplitud de la varia
ión lenta luego de promediar en tiempostales que la dependen
ia 
on la es
ala temporal rápida τ desaparez
a. Estae
ua
ión resultante es
(

∂t +
1

Re
k2
)

Ask =
1

2

ωsk
+ωsp+ωsq=0
∑

k+p+q=0

∑

sp,sq

C
sk,sp,sq
kpq A∗

spA
∗
sq , (2.37)la 
ual es válida para tiempos lentos del orden de t y 
ondi
iona a las fre-
uen
ias lentas a satisfa
er la resonan
ia de tríadas ωsk + ωsp + ωsq = 0; sololas fre
uen
ias que 
umplan esta rela
ión sobrevivirán en la e
ua
ión (2.37).De las dos 
ondi
iones de resonan
ia y de la rela
ión de dispersión paralas ondas iner
iales obtenemos las rela
iones que deben 
umplir los modos[66, 23℄,

k + p+ q = 0, (2.38)y
kz
k

+
pz
p

+
qz
q

= 0. (2.39)Podemos de
ir que en la teoría de ondas resonantes se pueden dividir losmodos en dos tipos. Los modos lentos son aquellos que tienen fre
uen
ia nula
ωsk = 0 y kz = 0, por lo 
ual 
oin
iden 
on modos de dos dimensiones que notienen varia
ión a lo largo del eje de rota
ión. Estos modos son trivialmenteresonantes, ya que 
orresponden a modos puramente vorti
osos, sin os
ila-
iones aso
iadas a ondas, y 
umplen en forma trivial la e
ua
ión (2.39). Losdemás modos son los llamados modos rápidos y son aquellos 
on kz 6= 0 y suorienta
ión puede ser en 
ualquier dire

ión. A partir de esta distin
ión entremodos lentos y rápidos resultan tres posibles 
lases de tríadas resonantes,23



�rápido-lento-rápido�, �lento-lento-lento� y �rápido-rápido-rápido�, donde sesiguió la 
onven
ión de que el primer número de onda de la tríada 
orre-sponde al número de onda que apare
e en el lado izquierdo de la e
ua
ión(2.37) [15, 23, 66℄.En el límite de rota
ión rápida los modos lentos evolu
ionan mediante supropia dinámi
a, esta 
orresponde a la tríada �lento-lento-lento�, ya que en latríada �rápido-lento-rápido� el modo lento solo a
tua 
omo 
atalizador entrelos dos modos rápidos.La e
ua
ión promediada para modos lentos puede dividirse en dos e
ua-
iones. Cuando Ro → 0 la velo
idad horizontal promediada a lo largo del ejeverti
al v3D
H = (u3D

H , v3DH ) satisfa
e la e
ua
ión de Navier-Stokes 2D, mientrasque la velo
idad verti
al promediada verti
almente w3D
H satisfa
e la e
ua
ión

2D de un es
alar pasivo, esto es, respe
tivamente [17, 2℄
∂tv

3D
H + (v3D

H · ∇)v3D
H = −∇

PH

ρ
+ ν∇2v3D

H , (2.40)y
∂tw

3D
H + (v3D

H · ∇)w3D
H = ν∇2w3D

H . (2.41)La deriva
ión de este resultado se puede ver en detalle en [15, 66℄. Esto noimpli
a que un �ujo 
on rota
ión rápida se 
onvierte en bidimensional, perosi impli
aría que la dinámi
a debe 
ontener una 
omponente independientebidimensional.Notemos �nalmente que la 
omponente z del 
ampo de vorti
idad, ωz,también 
umple la e
ua
ión del es
alar pasivo, esto puede verse fá
ilmentetomando el rotor de la e
ua
ión (2.40).2.3.2. Espe
tro de la turbulen
ia rotanteLos resultados de la se

ión anterior pueden usarse para elaborar unateoría fenomenológi
a al estilo de la de Kolmogorov [69℄, que tenga en 
uentael efe
to de la rota
ión en el espe
tro de energía de un �ujo turbulento.Partiendo de la rela
ión dimensional para el �ujo de energía
ǫ ∼

v2l
τl
, (2.42)y teniendo en 
uenta que la mayor parte de la energía está en modos bidi-mensionales

ǫ ∼
v2l⊥
τl⊥

, (2.43)24



donde τl⊥ ∼ l⊥/vl⊥, y el subindi
e ⊥ indi
a que los in
rementos son tomadosen la dire

ión perpendi
ular al eje de rota
ión.Como solo una fra

ión de las tríadas 
ontribuye al �ujo ǫ (las tríadasresonantes), es razonable asumir que el �ujo de energía se va a ver redu
idorespe
to al 
aso isótropo y homogéneo. Al orden mas bajo, se asume quela redu

ión es linealmente propor
ional a la razón de los tiempos rápidos
τ ∼ 1/Ω respe
to de los lentos τl⊥ [36, 29℄:

ǫ ∼
v2l⊥
τl⊥

τΩ
τl⊥

∼

v4l⊥
Ωl2⊥

, (2.44)y asumiendo ǫ 
onstante en el rango iner
ial
v2l⊥ ∼ ǫ1/2Ω1/2l⊥, (2.45)que resulta en un espe
tro
E(k⊥) ∼ k−2

⊥ . (2.46)Este espe
tro se observa en simula
iones numéri
as dire
tas y en experi-mentos [48, 47, 49℄ y [43℄. Es importante notar que 
uando el �ujo es heli
oidal(es de
ir, 
uando la velo
idad y la vorti
idad están alineadas), el espe
tro deenergía es aún mas empinado, variando entre k−2
⊥ y k−2,5

⊥ (ver [47, 50℄).
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Capítulo 3Herramientas y métodosEn este 
apítulo introdu
imos las herramientas bási
as y los métodos queusaremos para el análisis en el 
apítulo 4. Des
ribimos el método numéri
oque se usa para resolver la e
ua
ión de Navier-Stokes ejempli�
ando pormedio de la e
ua
ión de Burgers, 
on un 
odigo desarrollado para esta tésis.Luego presentamos los aspe
tos formales del exponente de 
an
ela
ión [55℄,el método para 
ara
terizar intermiten
ia en esta tésis, y a 
ontinua
ióndes
ribimos un 
odigo numéri
o paralelo desarrollado espe
í�
amente paraanalizar los datos masivos provenientes de las simula
iones.3.1. Simula
iones numéri
as dire
tasLos datos analizados fueron provistos por una simula
ión numéri
a dire
ta(DNS por sus siglas en inglés). La prin
ipal 
ara
terísti
a de una simula
iónnuméri
a dire
ta es que ésta resuelve las e
ua
iones involu
radas y no unmodelo promediado, de manera que todo el rango espa
ial y temporal quedanresueltos numéri
amente en forma explí
ita.Las simula
iones se realizaron usando el método pseudoespe
tral [13, 57℄y se evolu
ionaron en el tiempo por medio del esquema de Runge-Kuttade segundo orden, utilizando las ya nombradas 
ondi
iones periódi
as de
ontorno.Es fundamental saber si la resolu
ión de una simula
ión es ade
uada parapoder abordar el pro
eso a analizar. Para nuestro 
aso de interés, en 
uanto ala resolu
ión espa
ial, queremos tener 
ono
imiento de los pro
esos que habi-tan en el rango iner
ial de un �ujo turbulento, esto es, entre la es
ala integraly la disipativa, resolviendo 
orre
tamente esta última. La es
ala disipativa es
η = 1/kν donde kν = (ǫ/ν3)1/4, por lo 
ual el mínimo intervalo espa
ial debeser menor que η. Resolviendo todas las es
alas entre la es
ala integral y la26



disipativa, el mínimo de puntos de grilla ne
esarios debe ser
N3 ≤ (Re)9/4, (3.1)
on un fa
tor de propor
ionalidad frente al número de Reynolds que se ajus-ta realizando simula
iones a baja resolu
ión. Luego la resolu
ión temporaldebe ser menor que el tiempo que le lleva a la par
ela de �uido mas rápidatrasladarse un intervalo ∆x provisto por la rela
ión (3.1). Esto es,

∆t ≤
∆x

U
∼

1

UN
; (3.2)esta 
ondi
ión es llamada 
ondi
ión de Courant-Friedri
hs-Lewy [13℄.3.1.1. Evolu
ión temporal: Runge-KuttaPara obtener la evolu
ión temporal de un 
ampo v que sea dependientede F a través de la rela
ión

dv

dt
= F (v, t) (3.3)integramos esta e
ua
ión en el tiempo dis
retizado 
on paso ∆t, avanzandoini
ialmente medio paso

vt+1/2 = vt +
∆t

2
F (vt, t). (3.4)Luego utilizamos vt+1/2 para evaluar en la e
ua
ión (3.3) y �nalmenteavanzar un paso entero

vt = vt +∆tF (vt+1/2, t+ 1/2). (3.5)Podemos realizar evolu
iones de Runge-Kutta de orden mayor que daríanmas pre
isión en el resultado, sin embargo el orden dos e
onomiza tiempo depro
esamiento respe
to a ordenes mayores, y su pre
isión es su�
iente paralos pro
esos que se bus
an estudiar [13℄.3.1.2. Evolu
ión espa
ial: Método pseudospe
tralEl método pseudoespe
tral 
onsiste en 
al
ular las derivadas espa
ialesdel 
ampo de velo
idad en el espa
io Fourier, mientras que produ
tos entrelos 
ampos se 
al
ulan en el espa
io real [26, 27℄. El 
ampo de velo
idadesexpandido en el espa
io Fourier es 27



v(x, t) =

∞
∑

k=−∞

vk(t)e
ikx (3.6)Aproximaremos esta expansión por la serie trun
ada

vN(x, t) =

N/2
∑

k=−N/2

vk(t)e
ikx (3.7)Este trun
amiento es a
eptable si el error introdu
ido no afe
ta signi-�
ativamente al subespa
io generado por los números de onda de interés enla expansión. Las ventajas que tiene el método espe
tral son: que se tra-baja dire
tamente 
on los modos Fourier que 
orresponden a es
alas espa-
iales naturales del pro
eso turbulento, y que la 
onvergen
ia númeri
a esexponen
ialmente rápida [24℄. Para ver este último punto 
onsideremos latransformada de Fourier

vk =

∫

e−ikxv(x)dx, (3.8)al integrar por partes se obtiene que para k grande vk ∼ k−1 ya que |∂xv| estáa
otado. Repitiendo este pro
eso m ve
es obtenemos vk ∼ k−m, de modo que
ualquier fun
ión v(x) diferen
iable y periódi
a satisfa
e |vk|/k
m → 0 para

k → ∞ y para todo m > 0. Esto es, la 
ontribu
ión de los modos grandes seva a 
ero mas rápido que 
ualquier poten
ia de k.Ahora 
onsiderando que la e
ua
ión de interés es la de Navier-Stokes, lostérminos que se ne
esitan 
al
ular en el espa
io espe
tral son el término deadve

ión (no-lineal), el término vis
oso y el término de gradiente de pre-sión. La evalua
ión y transforma
ión del término no-lineal en una grilla de
N números de onda involu
ra O(N2) opera
iones de punto �otante debidoa que hay que realizar la 
onvolu
ión de v 
on ∂xv en el espa
io Fourier.En el espa
io real este término involu
ra solamente O(N) opera
iones de-bido a que es un produ
to dire
to; esta ventaja será utilizada de la siguienteforma. Transformamos, por medio de una transformada rápida de FourierFFT (�Fast Fourier Transform�) el término de la velo
idad y el término dela derivada espa
ial de la velo
idad del espa
io espe
tral al espa
io real; laderivada espa
ial en el espa
io de Fourier impli
a úni
amente multipli
ar por
ik a la expansión. Luego, realizamos el produ
to dire
to de ambos términos yvolvemos a transformar el resultado al espa
io Fourier. Este po
eso disminuyeel numero de opera
iones de O(N2) a O(Nlog(N)), debido a que la transfor-mada FFT requiere O(Nlog(N)) opera
iones para realizar la transformadadel 
ampo. 28



Al dis
retizar el espa
io real en N intervalos ∆x, se produ
e un efe
toespurio por el he
ho de que no se puede distinguir entre las fun
iones eikxy las fun
iones eik′x 
on k′ mayor a la fre
uen
ia de Nyquist en este espa
iodis
retizado. Mientras que en los términos lineales solo apare
en los númerosde onda trun
ados k = −N/2+1, ..., N/2, al evaluar el término no-lineal estegenera a
oplamiento entre los distintos modos de Fourier y puede ex
itarnúmeros de onda mayores. Estos modos armóni
os produ
irán aliasing. Paraevitar esto se utiliza la regla de los 2/3 [13℄, que 
onsiste en forzar todos losmodos 
on |k| > N/3 para que tengan amplitud nula, lo 
ual garantiza queel a
oplamiento espurio 
on estos modos armóni
os sea nulo.3.1.3. E
ua
ión de BurgersPara ilustrar los métodos antes des
riptos utilizamos 
omo ejemplo lae
ua
ión de Burgers [10℄, que 
orresponde a una simpli�
a
ión de la e
ua
iónde Navier-Stokes en una dimensión, sin presión y sin forzante externo, la
ual tiene todos los términos de interés que mas adelante ne
esitaremos pararesolver la e
ua
ión de Navier-Stokes en tres dimensiones. La forma de estae
ua
ión es
∂tv + v∂xv = ν∂2

xxv. (3.9)Para integrar la e
ua
ión de Burgers utilizamos el método de Runge-Kutta para la evolu
ión temporal, y para la evolu
ión espa
ial el métodopseudoespe
tral antes men
ionado, y también el método de diferen
ias �nitaspara poder 
ompararlos. Este últimométodo 
onsiste en estimar las derivadasespa
iales a través de las diferen
ia entre la velo
idad de dos o mas puntosve
inos en el espa
io real, esto es (a segundo orden):
∂xv(x) =

v(x−∆x)− v(x+∆x)

2∆x
. (3.10)Para resolver el problema de Burgers utilizamos 
ondi
iones periódi
asde 
ontorno en una 
aja de tamaño 2π dividida en 512 puntos de grilla, 
on
ondi
iones ini
iales v(t = 0) = sen(x) y 
on una vis
osidad ν = 0,05.En la �gura 3.1 mostramos la 
ondi
ión ini
ial para la e
ua
ión de Burgersy la resolu
ión numéri
a de ésta para el momento en el 
ual se produ
e elfrente de 
hoque para los métodos de diferen
ias �nitas, pseudoespe
tral, ypseudoespe
tral 
on la regla de los 2/3.Podemos notar en la �gura 3.1 que en la 
er
anía del 
hoque, es de
irdonde las varia
iones en la velo
idad son mayores, es donde se produ
e lamayor varia
ión entre los métodos. Notamos que el método de diferen
ias�nitas presenta mayores varia
iones en los valores de la velo
idad.29
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Figura 3.1: Velo
idad en fun
ión de la posi
ión en el problema de Burgers para(izquierda) t = 0 y (dere
ha) resuelta por medio de los métodos de diferen
ias�nitas (rayas), pseudoespe
tral (puntos) y pseudoespe
tral 
on la regla de los 2/3(punto-raya).En la �gura 3.2 gra�
amos el espe
tro de energía E(k) para los tresmétodos de integra
ión espa
ial. En el 
aso de la e
ua
ión resuelta por mediodel método de diferen
ias �nitas observamos que para los número de ondasmas grandes hay mas energía que en las solu
iones obtenidas por mediodel método pseudoespe
tral; esto se debe a lo men
ionado anteriormente, elmétodo de diferen
ias �nitas no resuelve bien el 
hoque.Si bien no se observan grandes diferen
ias en este 
aso entre el métodoespe
tral 
on y sin la regla de los 2/3, para ν = 0 el método sin la reglade los 2/3 es inestable. Por este motivo en este trabajo utilizaremos resul-tados provenientes de simula
iones usando el método pseudoespe
tral 
on laregla de los 2/3. En resumen, el método presenta varias ventajas: es estable,trabajamos dire
tamente 
on los modos de Fourier que 
orresponden a es-
alas espa
iales, los invariantes 
uadráti
os también lo serán en la versióntrun
ada, y además la 
onvergen
ia es exponen
ial.3.1.4. Simula
iones y parámetrosPara este trabajo se utilizaron datos provenientes de simula
iones dire
tasde la e
ua
ión de Navier-Stokes y de la e
ua
ión de momento 
on rota
ión,e
ua
iones (2.1) y (2.29) respe
tivamente. Se utilizaron simula
iones de �ujosex
itados 
on dos tipos de me
anismos forzantes distintos: 
on forzado deArnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green (TG) [48, 47, 49℄. Laforma del forzado TG es tal que no inye
ta heli
idad neta en el �ujo; esta es,para la fuerza por unidad de volumen y de masa30
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Figura 3.2: Energía E en fun
ión del número de onda k, del problema de Burgersresuelta por medio de los métodos de diferen
ias �nitas (rayas), pseudoespe
tral(puntos) y pseudoespe
tral 
on la regla de los 2/3 (punto-raya).
fTG = f0[sin(kfx) cos(kfy) cos(kfz)x̂− cos(kfx) sin(kfy) cos(kfz)ŷ]. (3.11)En 
ambio en el forzado ABC se produ
e la máxima inye

ión de heli
idadposible; esta tiene la siguiente forma
fABC = f0[(B cos(kfy) + C sin(kfz))x̂+ (A sin(kfx) + C cos(kfz))ŷ

+ (A cos(kfx) +B sin(kfy))ẑ)]. (3.12)Los valores de los parámetros utilizados en las simula
iones son mostradosen la tabla 3.1.3.2. Exponente de 
an
ela
iónEn un �ujo turbulento la intermiten
ia esta rela
ionada 
on la presen-
ia de estru
turas lo
alizadas en distintas es
alas. La proximidad o lejanía dedi
has estru
turas puede llevar a rápidas varia
iones en las derivadas del 
am-po, y también a rápidos 
ambios de signo. Para poder estudiar la varia
iónen el signo de una magnitud en distintas es
alas a partir de los datos prove-nientes de las simula
iones, utilizaremos el exponente de 
an
ela
ión [55℄ que31



pasaremos a de�nir. Primero vamos a de�nir algunas medidas estadísti
asque serán de ayuda para el entendimiento de este último.Medida de probabilidad : Dado un dominio X , para 
ualquier sub
onjunto
S ⊂ X la medida de probabilidad µp asigna sobre este un valor no negati-vo 0 ≤ µp(S) ≤ 1, satisfa
iendo la rela
ión µp(

∑

i Si) =
∑

i µp(Si) 
on Si
ualquier 
ole

ión disjunta de sub
onjuntos de X . Luego, si el espe
tro dela dimensión generalizada Dq de la magnitud de interés no varía 
on la es
ala
q enton
es la medida de probabilidad es llamada fra
tal; por el 
ontrario siel espe
tro depende de la es
ala será llamado multifra
tal.Medida de signo: la medida de signo de un 
onjunto es equivalente ala medida de probabilidad, solo que esta puede tomar valores positivos ynegativos.Singularidad de signo: de
imos que un 
onjunto es singular de signo sipara 
ualquier sub
onjunto A ⊂ X tal que µ(A) 6= 0, sin importar el tamañode A, existe un 
onjunto B ⊂ A de manera que el signo de µ(B) sea opuestoal signo de µ(A).De la misma manera que en un 
ampo multifra
tal la medida de probabil-idad está 
ara
terizada por el espe
tro de dimensión generalizada, la medidade signo está 
ara
terizado por el exponente de 
an
ela
ión.Consideremos un �uido para ilustrar estos 
on
eptos; dividimos el espa
ioen sub
onjuntos disjuntos Qi(l) ordenados, de tamaño l que 
ubren todo eldominio Q(L) de tamaño L. La medida de signo para 
ada es
ala l de unamagnitud es
alar f(x) será [55, 14℄

µi(l) =

∫

Qi(l)
d3xf(x)

∫

Q(L)
d3x|f(x)|

, (3.13)donde podemos observar que µi(l) está normalizado entre -1 y 1. Mirando elnumerador de la e
ua
ión (3.13) podemos interpretar a µi(l) 
omo la difer-en
ia entre la medida de probabilidad de la 
omponente positiva y la medidade probabilidad de la 
omponente negativa de f(x) en Qi(l). A medida que laes
ala de los sub
onjuntos aumenta se van produ
iendo 
an
ela
iones debidoa la 
ompeten
ia entre estru
turas de signo opuesto. Para 
ada es
ala l sede�ne la fun
ión de parti
ión
χ(l) =

∑

Qi(l)

|µi(l)|. (3.14)Observemos que si µi(l) es una medida de probabilidad usual (sin signo)enton
es debería valer χ(l) = 1; este valor se reobtiene para un �ujo suave. Sihay 
an
ela
ión (
ambios de signo) presente, χ(l) ≤ 1. Si el �ujo sigue leyes32



de poten
ias, el 
omportamiento de es
alas de la 
ontribu
ión de las 
an-
ela
iones se estudia a través de un exponente de es
ala llamado exponentede 
an
ela
ión κ [55℄, que se de�ne a partir de la rela
ión χ(l) ∼ l−κ [61℄y representa una medida 
uanti�
able de la e�
ien
ia de 
an
ela
iíon en lafun
ión de parti
ión. Si existe tal exponente (
on κ > 0) enton
es la medidade signo es singular de signo. Por lo visto anteriormente si el �ujo es suaveenton
es κ = 0, y está demostrado que para pro
esos puramente esto
ásti
os
κ = d/2 donde d es la dimensión del sistema [55℄.3.2.1. Exponente de 
an
ela
ión y dimensión de estru
-turasLas rápidas os
ila
iones en el signo de una magnitud pueden aso
iarse auna 
antidad muy intermitente, que 
ambia de signo rápidamente en estru
-turas lo
alizadas en es
alas arbitrariamente 
hi
as. En esta se

ión derivamospor medio de un modelo geométri
o y fenomenológi
o una rela
ión entre laspropiedades de estas estru
turas y el exponente de 
an
ela
ión κ. Los argu-mentos que usamos son similares a los usados en [61, 62, 30℄. Supongamosque el 
ampo está 
orrela
ionado en D dimensiones y no 
orrela
ionado en
d−D dimensiones, donde d es la dimensión del espa
io y D es una dimensióngeneralizada. Para una magnitud 
ompletamente 
orrela
ionada tendremos
D = d y para una 
ompletamente des
orrela
ionada D = 0. Para 
asosintermedios, la fun
ión de parti
ión será

χ(l) =
∑

Qi(l)

∣

∣

∣

∫

Qi(l)
ddxf(x)

∫

Q(L)
ddx|f(x)|

∣

∣

∣
∼

1

Ld〈f 2〉1/2

(L

l

)d∣
∣

∣

∫

Qi(l)

ddxf(x)
∣

∣

∣
, (3.15)donde se utilizó homogenidad al remplazar la suma sobre todos los sub-
onjuntos Qi(l) por (L/l)d multipli
ado por la integral sobre un sub
onjuntogenéri
o de tamaño l. El valor absoluto del es
alar se remplazó por Ld〈f 2〉1/2.Para realizar la integral sobre el sub
onjunto Qi(l), primero asumimosque el es
alar f en el rango iner
ial sigue alguna ley de poten
ias que puedaser representada por una fun
ión de estru
tura del es
alar f , de manera que

〈δf(s)〉 ∼ sh, donde s representa un in
remento espa
ial. Luego dividimos
Qi(l) en dominios de volumen λd, es
ala en promedio en la que la magnitudestá 
orrela
ionada, de forma que se puedan separar las 
ontribu
iones de losdominios debido a donde el es
alar está 
orrela
ionado y donde no. Enton
es,

∣

∣

∣

∫

Qi(l)

ddxf(x)
∣

∣

∣
∼ 〈f 2〉1/2

∫

Q(l)

dDs
( s

λ

)h
∫

Q(l)

dd−Ds. (3.16)33



Las dimensiones no 
orrela
ionadas dan un valor propor
ional a la raiz
uadrada de su volumen (l/λ)(d−D)/2 [61, 62℄, mientras que las dimensiones
orrela
ionadas dan un valor propor
ional a (l/λ)h+D. Obtenemos
χ(l) ∼ l−(d−D

2
−h), (3.17)que es la rela
ión entre la dimensión de las estru
turas 
orrela
ionadas D yel exponente de 
an
ela
ión κ, esto es

κ =
d−D

2
− h. (3.18)3.2.2. Caso tridimensionalEn esta se

ión presentamos el método numéri
o para 
al
ular el expo-nente de 
an
ela
ión desarrollado en esta tésis. Primero veremos 
ómo serealiza el 
ál
ulo del exponente de 
an
ela
ión usando un úni
o pro
esador,para luego pasar a la instan
ia mas 
ompleja del 
ál
ulo del mismo mediantevarios pro
esadores en paralelo.Imaginemos una 
aja de lado L y de volumenQ(L) grillada porN×N×Npuntos, la 
ual tiene que ser rellenada por 
ajas de tamaño Qi(l). El volumenmas pequeño de las 
ajas dependerá de la mínima resolu
ión espa
ial que setenga en la simula
ión; en este 
aso será ∆V = (∆x)3 = L/N3. Naturalmentela 
aja mas grande será igual al volumen 
ompleto del dominio de integra
iónnuméri
a. El número de tamaños de 
ajas posibles será igual a la resolu
iónespa
ial lineal N de la simula
ión.Utilizamos esto para 
al
ular la fun
ión de parti
ión. En parti
ular, 
al-
ulamos ∫

Qi(l)
d3xf(x) sumando los valores de la magnitud f(x) en la 
aja

Qi(l). La fun
ión de parti
ión (3.14) la 
al
ulamos sumando el valor absolutode 
ada una de las 
ajas individuales sobre todo el volumen.Un punto a tener en 
uenta es que para algunos tamaños de 
aja, elvolumen de las 
ajas sumadas no 
ubren el volumen 
ompleto, esto es,
∑

i Qi(l) 6= Q(L). Esto in
ide en la medida de signo µi(l), 
omo se puedeobservar en la e
ua
ión (3.13) ya que la normaliza
ión sobre todo el volumen
Q(L) en ese 
aso no es 
orre
ta (ver �gura 3.3). La forma que se eligió pararesolver este problema fue remplazar el valor neto de la magnitud f(x) enel volumen 
ompleto (denominador de la e
ua
ión (3.13)) por el valor netode la magnitud f(x) en un volumen redu
ido 
on N ′ × N ′ × N ′ puntos degrilla, donde N ′ está dado por el número máximo de ve
es que entra uno delos lados de la 
aja en uno de los lados del volumen total. Llamemos m alnúmero de puntos en la grilla que tiene uno de los lados de la 
aja pequeña ysea n un número entero que indi
a el número máximo de ve
es que entra m34
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Figura 3.3: Esquema que ejempli�
a 
omo el número de 
ajas sobre el 
ualse suman los valores de la magnitud pueden 
ubrir (izquierda) o no (dere
ha) altamaño del volumen 
ompleto del espa
io a ser analizado.en uno de los lados del volumen 
ompleto (
on N puntos). Enton
es valdráque
N ′ = mn ≤ N ≤ m(n+ 1). (3.19)La 
orre

ión en la normaliza
ión ha
e que 
uando se suman todas las 
ajas,estas abarquen el mismo volumen que el utilzado para 
al
ular el valor ab-soluto en el volumen total de referen
ia. Esto puede observarse en la �gura3.3.Ahora 
onsideremos el 
aso en que tenemos que ha
er este 
ál
ulo usandovarios pro
esadores en paralelo. Si tenemos P pro
esadores, los datos de lamagnitud que se quiere estudiar tendrán que ser distribuidos entre estos Ppro
esadores. Dividimos el volumen 
ompleto de valores del 
ampo en blo-ques 
on forma de paralelepípedos 
on sus lados mayores perpendi
ulares aun eje preferen
ial, por ejemplo ẑ, de manera que haya un bloque para 
a-da pro
esador 
on N × N × K puntos por bloque, donde K = N/P , 
onsus respe
tivos Ki (ini
ial) y Kf (�nal) para 
ada pro
esador. El bene�
iode ha
er la separa
ión del volumen en una sola dire

ión es que la 
omuni-
a
ión entre pro
esadores solo afe
ta a una de las dire

iones [25℄. En lo querespe
ta al 
ál
ulo del exponente de 
an
ela
ión, es ne
esaria la intera

iónentre pro
esadores para poder 
al
ular la fun
ión de parti
ión para todas lases
alas. Para 
omprender los distintos 
asos posibles, de a
uerdo al tamañoy posi
ión de la 
aja, esquematizamos a 
ontinua
ión los distintos 
asos.Al programar en paralelo, en parti
ular 
uando se bus
a 
al
ular unapropiedad global de todos los datos, el bene�
io del número de pro
esadoresse maximiza 
uando todos los pro
esadores realizan la misma tarea pero loque 
ambia son la por
ión de los datos sobre los que trabaja 
ada uno delos pro
esadores. Este esquema de programa
ión se llama �programa simple,35



K
  p

 i
zdom

i

zdom
f

K 
  p

  f

K
 p  1 +     

  f

K
 p 1 +

 i

K
  p

 i

zdom
i

K
  p

  f

zdom
f

Figura 3.4: Esquema que ejempli�
a 
omo la 
aja en el 
ual se suman los valoresde la magnitud, puede estar 
ompletamente in
luido en un pro
esador (izquierda)o en varios (dere
ha).datos múltiples� (�Single Program Multiple Data� o SPMD). Luego toda lainforma
ión pro
esada se 
omparte mediante el envio de mensajes usando labibliote
a �Message Passing Interfa
e� (MPI) [51℄. La di�
ultad de la progra-ma
ión en paralelo ya
e en la sin
roniza
ión para que los mismos datos nosean utilizados por mas de un pro
esador, y en realizar luego la unión de losdatos pro
esados por mas de un pro
esador, 
omo se muestra en los 
asos dela �gura 3.4, ya que las 
ajas pueden residir en un úni
o pro
esador, o ser
ompartidos por varios pro
esadores.Para 
al
ular la suma de los valores de la magnitud en la 
aja Qi(l)desarrollamos un 
ódigo en el 
ual la región en que 
ada pro
esador sumalos valores interiores del 
ampo depende de la 
oordenada perpendi
ular a lasepara
ión de los pro
esadores, para nuestro 
aso ẑ. Todos los 
asos posiblespueden redu
irse a los dos 
asos de la �gura 3.4. El rango máximo en elque puede sumar 
ada pro
esador está 
ondi
ionado por N ×N × (Kp
f −Kp

i )donde p indi
a el número de pro
esador. En general, queremos sumar sobre undominio que estará en
errado en una región (xdom
f −xdom

i , ydomf −ydomi , zdomf −

zdomi ), donde dom indi
a el dominio de Qi(l). Consideremos el intervalo en36



la dire

ión ẑ dado por zpf y zpi 
omo el intervalo donde el pro
esador p (oese pro
esador y sus ve
inos) debe sumar valores de la magnitud. Este es elintervalo de interés y en el 
ual ne
esitamos de
idir al rango de índi
es Kque suma 
ada pro
esador. El mapa usado para la suma sobre el pro
esador
p es el siguiente:

zpi =







Kp
i si zdomi ≤ Kp

i ,

zdomi sino (3.20)
zpf =







zdomf si zdomf ≤ Kp
f ,

Kp
f sino (3.21)Veamos que este 
ondi
ionamiento es 
orre
to para los dos 
asos de la �gu-ra 3.4. Para el 
aso en el 
ual la 
aja involu
ra un solo pro
esador, analizare-mos primero que su
ede 
on un pro
esador que no alma
ena lo
almente losdatos de la 
aja, en parti
ualar tomaremos un pro
esador debajo del dominio,que llamaremos psub. En ese 
aso será Kpsub

i ≤ zdomi y Kpsub
f ≤ zdomf , enton
es

zpsubi = zdomi y zpsubf = Kpsub
f , es de
ir, se sumarán los valores entre zdomi y

Kpsub
f pero 
omo zdomi > Kpsub

f enton
es ese pro
esador no sumará ningúndato. Para el 
aso del pro
esador que alma
ena los datos de la 
aja será
zpi = zdomi y zpf = zdomf , que es el intervalo del dominio de la 
aja. Finalmente,el 
aso para un pro
esador que está arriba será equivalente al del de abajo:sumará en un intervalo nulo. Ahora veamos en el 
aso en que la 
aja involu-
ra mas de un pro
esador, 
omo dos pro
esadores p y p+1 suman los valoresde la magnitud en la 
aja. Para el pro
esador p será zpi = zdomi y zpf = Kp

f .Y para el pro
esador p + 1, zp+1
i = Kdom

i y zp+1
f = zdomf . Sumando los dosintervalos obtenemos la extensión total de la 
aja. Luego de esta opera
iónse usan dire
tivas de MPI para agregar los datos y obtener la suma total.Para todos los 
asos hay que in
luir los valores en el espa
io tridemensionalgenerados por el agregado del plano xy, es de
ir, xdom

f − xdom
i , ydomf − ydomi .Estos valores no generan 
omuni
a
ión extra entre pro
esadores ya que seen
uentran en el dominio alma
enado por 
ada pro
esador.3.2.3. Caso bidimensional y promedios verti
alesEn o
asiones es útil trabajar 
on valores promediados en alguna dire
-
ión espa
ial; en nuestro 
aso será fre
uente usar la dire

ión de rota
ión

ẑ. Una manera de realizar este 
ál
ulo es usando la 
uenta ordinaria parala obten
ión del promedio, esto es, sumando todos los valores y dividiendopor el número de elementos. El in
onveniente que tiene este método es que37



Simula
ión N f kf ν Re Ω RoT1 256 TG 2 2×10−3 900 8.00 0.03T2 512 TG 4 8×10−4 1100 0.4 1.4T3 512 TG 4 8×10−4 1100 1.6 0.35T4 512 TG 4 8×10−4 1100 8.00 0.07A1 512 ABC 7-8 6.5×10−4 1200 0.06 7.9A2 512 ABC 7-8 6.5×10−4 1200 7.0 0.07A3 1536 ABC 7-8 1.6×10−4 5100 9.00 0.06Cuadro 3.1: Parámetros usados en la simula
iones. N es la resolu
ión lineal de lagrilla, f es el la fuerza generadora de la turbulen
ia, kf es el número de onda delforzante, ν es la vis
osidad 
inemáti
a, Re el numero de Reynolds, Ω la rota
ióndel sistema y Ro el numero de Rossby.para simula
iones 
on mu
ha resolu
ión espa
ial se vuelve impra
ti
able yaque es ne
esario diponer en memoria de todos los datos para los 
uales sequiere obtener el promedio. Para evitar esto se re
urre a una forma en la
ual el promedio se va 
al
ulando en forma progresiva a medida que se vana

ediendo a por
iones de la totalidad de los datos.Imaginemos que queremos 
al
ular el promedio en la dire

ión de rota
ión
ẑ de la magnitud f(x) en un volumen grillado por N×N×N puntos. Primerodividimos el volumen en N planos de N × N puntos, perpendi
ulares al eje
ẑ. Ahora podemos 
al
ular el promedio 
argando en memoria 
ada plano,sumando todos los valores en el plano, y alma
enando el resultado �nal enuna variable. Su
esivamente se 
argan los demás planos y se suman los totalespar
iales a la misma variable. Al terminar 
on todos los planos, se divide elresultado por el número total de datos. El resultado �nal será usado para
al
ular el exponente de 
an
ela
ión 
on el mismo método que en las se

ionesanteriores.
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Capítulo 4ResultadosEn este 
apítulo presentamos los resultados obtenidos a partir del análisisde las simula
iones men
ionadas en el 
apitulo anterior. Las seis simula
iones
onsideradas di�eren en el número de puntos de grilla, en el forzado me
áni
oy en la rota
ión que tiene el �ujo turbulento. Consideramos para el análisis las
omponentes 
artesianas del 
ampo de velo
idad, vorti
idad y la heli
idad,obteniendo los resultados indi
ados en la tabla 4.1. Para realizar el análisissobre el exponente de 
an
ela
ión de 
ada 
omponente del 
ampo inferimosel rango iner
ial a partir del espe
tro de energía en fun
ión del número deonda k de 
ada simula
ión.4.1. Simula
iones sin rota
iónEn esta se

ión mostramos los resultados de las simula
iones en las 
ualesla rota
ión del sistema es nula o despre
iable frente al movimiento del �uido.La forma de los espe
tros de energía E(k) para simula
iones de �ujosturbulentos forzados es bási
amente la misma en todos los 
asos, y está dadapor los siguiente rangos en forma 
re
iente en el número de onda: un máximoen el número de onda del forzado, o inmediatamente a 
ontinua
ión de este;luego, un rango iner
ial donde el �ujo de energía es aproximadamente 
on-stante, esto es, el rango iner
ial que responde a la ley de 4/5 de Kolmogorov;y �nalmente una 
aída abrupta del espe
tro donde la energía es disipadapor la vis
osidad interna del �uido, que 
orresponde a la es
ala de disipa
ióndada por la e
ua
ión (2.22). En términos espa
iales esto puede verse 
omoun forzado en las es
alas mas grandes del sistema, un rango iner
ial en lases
alas intermedias, y disipa
ión en las es
alas mas 
hi
as donde la vis
osidadinterna se ha
e preponderante. Para poder apre
iar el rango iner
ial en dondese produ
e la 
as
ada de energía, 
ompensamos el espe
tro de energía E(k)39



Simula
ión κvx κvy κvzT1 0,15±0, 07 0,03±0, 03 0,6±0, 2T2 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,96±0, 09T3 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,8±0, 1T4 0,14±0, 02 0,15±0, 02 0,7±0, 1A1 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,7±0, 1A2 0,09±0, 02 0,09±0, 04 0,35±0, 04A3 0,024±0, 007 0,06±0, 01 0,31±0, 02T4* 0,07±0, 02 0,07±0, 03 0,7±0, 1A2* 0,08±0, 03 0,08±0, 05 0,31±0, 07A3* 0,03±0, 01 0,05±0, 02 0,25±0, 06Simula
ión κωx
κωy

κωz
κhT1 0,7±0, 1 0,9±0, 2 0,4±0, 1 0,8±0, 1T2 1,2±0, 1 1,22±0, 09 0,9±0, 1 0,96±0, 09T3 1,2±0, 1 1,17±0, 09 0,9±0, 1 0,8±0, 1T4 1,0±0, 1 1,0±0, 1 0,60±0, 03 0,7±0, 1A1 0,9±0, 1 1,0±0, 1 1,0±0, 1 0,7±0, 1A2 0,8±0, 1 0,8±0, 1 0,36±0, 04 0,35±0, 04T4* 1,3±0, 1 1,2±0, 1 0,31±0, 04 0,7±0, 1A2* 0,7±0, 1 0,7±0, 1 0,30±0, 07 0,22±0, 06Cuadro 4.1: Exponentes de 
an
ela
ión κ para todas las simula
iones, para lasdiferentes 
omponentes del 
ampo de velo
idad y vorti
idad, y para la heli
idad.Las simula
iones 
on asteris
o indi
an que κ fue 
al
ulado también a partir del
ampo promediado a lo largo del eje de rota
ión
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fFigura 4.1: Espe
tro de energía de un �ujo turbulento isótropo y homogeneo
ompensado por k−5/3 en fun
ión del número de onda k en es
ala logarítmi
a,para la simula
ión T3. Como referen
ia introdu
imos una re
ta horizontal paraidenti�
ar el intervalo donde se en
uentra el rango iner
ial. El número de onda delforzado se identi�
a mediante una �e
ha verti
al bajo el espe
tro.
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fFigura 4.2: Espe
tros de energía de un �ujo turbulento isótropo y homogeneo
ompensado por k−5/3 en fun
ión del número de onda k en es
ala logarítmi
a, parala simula
ión A1 (izquierda) y T3 (dere
ha). Como referen
ia introdu
imos unare
ta horizontal para identi�
ar el intervalo donde el rango es iner
ial. El númerode onda del forzado se identi�
a mediante una �e
ha verti
al bajo el espe
tro.41
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Figura 4.3: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para las 
omponentes del 
ampo de velo
idad vx (arriba izquierda), vy (arribadere
ha) y vz (abajo) de la simula
ión A1. Cada grá�
o muestra una linea re
taque indi
a la pendiente de la fun
ión para valores de χ(l) en es
alas aso
iadas avalores donde el rango es aproximadamente iner
ial. El valor de di
ha pendiente
orresponde al exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
adagrá�
o.en fun
ión del número de onda k 
on la ley de poten
ias que 
ada espe
trodebería obede
er, de manera que en el intervalo donde el espe
tro de energíaes iner
ial el mismo quede horizontal, fa
ilitando su identi�
a
ión.En la �gura 4.1 mostramos el espe
tro de energía en fun
ión del númerode onda para la simula
ión T3 
ompensado 
on la ley de poten
ias k−5/3, que
orresponde a la ley de Kolmogorov para un �ujo turbulento, isótropo y ho-mogéneo 
onsiderando invarianza de es
ala en el rango iner
ial. Identi�
amosel número de onda del forzado del sistema mediante una �e
ha verti
al bajoel espe
tro de energía, y mostramos 
omo referen
ia una linea horizontal a�n de fa
ilitar la identi�
a
ión del intervalo en el que presumiblemente seen
uentra el rango iner
ial.Para el siguiente análisis determinamos en forma aproximada el intervalo42



en el 
ual el espe
tro de energía E(k) se 
omporta en forma 
ompatible 
onuna ley de poten
ias 
on los valores (kmin, kmax) = (11, 31), que 
orrespondeal intervalo espa
ial (xmin, xmax) = (0,20, 0,57), para la simula
ión T3. Comofue expli
ado, la identi�
a
ión de este intervalo lo hi
imos sele

ionando losvalores en el 
ual el espe
tro es horizontal, teniendo pre
au
ión de des
artarlos valores 
ontaminados por la a

ión del forzado.En la �gura 4.2 mostramos los espe
tros de energía 
ompensados paralas simula
iones A1 y T3. Podemos nuevamente distinguir el rango iner
iala partir de los valores en los 
uales el espe
tro 
ompensado se ha
e aproxi-madamente horizontal. En el espe
tro de la simula
ión A1 observamos que elrango iner
ial no se observa tan 
laramente 
omo lo ha
e en las simula
ionesT2 y T3; esto se debe probablemente a que el forzado en la simula
ión A1a
túa en es
alas mas pequeñas, resultando en un número de Reynolds menor,y en una menor separa
ión de es
alas y, por lo tanto, un rango iner
ial masangosto.De la �gura 4.2, podemos extraer una estima
ión del rango iner
ial enlas simula
iones T3 y A1. Los intervalos 
orresponden a los números de onda
(kmin, kmax) = (11, 31) y (kmin, kmax) = (11, 34) para T3 y A1 respe
tiva-mente. De manera equivalente (xmin, xmax) = (0,20, 0,57) y (xmin, xmax) =
(0,18, 0,57) para las simula
iones T3 y A1.A partir de los datos provenientes de las simula
iones, obtuvimos la fun-
ión de parti
ión χ(l) para las 
omponentes del 
ampo de interés en fun
iónde la es
ala l. Los resultados se muestran en la �gura 4.3 para las 
ompo-nentes del 
ampo de velo
idad vx, vy y vz de la simula
ión A1. Lo primeroque debemos notar es que para valores pequeños de l la fun
ión de parti
ióntiende asintóti
amente a uno; esto 
orresponde, por lo visto en la se

ión3.2, al 
aso en el que el �ujo es suave y está 
ompletamente 
orrela
ionado,que es el 
omportamiento esperado para el rango disipatívo. Para las es
alasmas grandes la fun
ión de parti
ión se ve afe
tada por el forzado del sistema(l ≈ 1). Nosotros estudiaremos las es
alas intermedias, dadas por el rangodonde se en
uentra la 
as
ada de energía.Para 
al
ular la ley de poten
ias que sigue la fun
ión de parti
ión enfun
ión de la es
ala l en el intervalo 
orrespondiente al rango iner
ial delespe
tro de energía E(k), utilizamos el método de 
uadrados mínimos. Basi-
amente ajustamos mediante una fun
ión lineal los valores del logaritmo dela fun
ión de parti
ión log(χ) en fun
ión de logaritmo de la es
ala log(l). Lapendiente del ajuste lineal representa la ley de poten
ias que sigue la fun
iónde parti
ión χ(l) para los valores 
orrespondientes al rango iner
ial, esto es,el exponente de 
an
ela
ión κ de�nido en la se

ión 3.2 salvo por un signo.Hallamos los valores del exponente de 
an
ela
ión κ = 0,7 ± 0,1 paralos tres 
ampos de velo
idades vx, vy y vz de la simula
ión A1, tal 
omo se43
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Figura 4.4: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para los 
ampos de vorti
idades ωx (arriba izquierda), ωy (arriba dere
ha) y ωz(abajo) de la simula
ión A1. Cada grá�
o ilustra una linea re
ta indi
ando lapendiente de la fun
ión para valores donde el rango es aproximadamente iner
ial.El valor de la pendiente representa el exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en laparte superior de 
ada grá�
o.
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Figura 4.5: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para la heli
idad H en las simula
iones T2 (arriba izquierda), T3 (arriba dere
ha)y A1 (abajo). En 
ada grá�
o, la linea re
ta indi
a la pendiente de la fun
iónpara valores donde el rango es aproximadamente iner
ial. El valor de la pendienterepresenta el exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
adagrá�
o.
45



muestra en la �gura 4.3 y en la tabla 4.1. Mediante una re
ta sobre 
adagrá�
o indi
amos la pendiente 
orrespondiente al exponente de 
an
ela
ión
κ. Notar que para las tres 
omponentes del 
ampo de velo
idad obtenemos elmismo valor del exponente de 
an
ela
ión κ. Este resultado es 
onse
uen
iadel he
ho de que el sistema prá
ti
amente no siente la rota
ión, por lo 
ualno hay ninguna dire

ión privilegiada; es de
ir, el �ujo es isótropo y no seprodu
e ordenamiento de estru
turas en ninguna dire

ión privilegiada. Paralas simula
iones restantes donde la rota
ión es pequeña o nula, obtuvimostambién valores del exponente de 
an
ela
ión κ, dentro de las barras deerror, del mismo orden para todas las dire

iones del 
ampo de velo
idad.Para las simula
ión T2 en
ontramos los valores κ = 0,7 ± 0,1, κ = 0,7 ± 0,1y κ = 0,96 ± 0,09 para vx, vy y vz respe
tivamente, mientras que para lasimula
ión T3 estos valores son κ = 0,7± 0,1, κ = 0,7± 0,1 y κ = 0,8± 0,1.Las pequeñas diferen
ias obtenidas para la 
omponente z de la velo
idadpueden deberse a que, en el forzado de Taylor-Green, la 
omponente z no esforzada en forma dire
ta. Podemos observar también en la �gura 4.3 que elrango donde χ(l) satisfa
e una ley de poten
ias es ligeramente menor que elrango iner
ial en el espe
tro de energía E(k).La fun
ión de parti
ión χ(l) del 
ampo de vorti
idad de la simula
ión A1puede observarse en la �gura 4.4, donde nuevamente indi
amos la pendiente
orrespondiente al exponente de 
an
ela
ión κ mediante una re
ta en el in-tervalo donde el espe
tro de energía es iner
ial. El 
omportamiento de χ(l)para valores de l pequeños es equivalente al 
aso del 
ampo de velo
idad.A partir de la fun
ion de parti
ión χ(l) y usando el método de 
uadradosmínimos, obtuvimos los valores κ = 0,9± 0,1, κ = 1,0 ± 0,1 y κ = 1,0 ± 0,1respe
tivamente para las 
omponentes ωx, ωy y ωz. Al igual que el 
ampode velo
idad, el 
ampo de vorti
idad no presenta diferen
ias en el exponentede 
an
ela
ión κ en ninguna de las dire

iones 
artesianas. Nuevamente elintervalo que satisfa
e la ley de poten
ias es menor que el del rango iner
ialen el espe
tro de energía.En la �gura 4.5 presentamos la fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de lpara la heli
idad de las simula
iones T2, T3 y A1. Cal
ulamos el exponentede 
an
ela
ión, obteniendo κ = 0,96 ± 0,09, κ = 0,8 ± 0,1 y κ = 0,7 ± 0,1,para las simula
iones T2, T3 y A1 respe
tivamente.Lo primero que notamos en la �gura 4.5 es que, en el rango de los valoresutilizados para 
al
ular el exponente de 
an
ela
ión κ, el 
omportamiento de
χ(l) tiene un aspe
to muy similar al de una ley de poten
ia. Este resultado
ondi
e 
on el he
ho de que la heli
idad se 
onserva en el rango iner
ial y enel límite Re → ∞ es un invariante dentro de di
ho intervalo. Al 
omparar losresultados del exponente de 
an
ela
ión κ 
on los obtenidos en otros trabajos[30℄, observamos que para simula
iones de la misma resolu
ión obtuvieron46
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Figura 4.6: Espe
tros de energía de �ujos turbulentos 
on rota
ión en fun
ióndel número de onda k en es
ala logarítmi
a para la simula
ión T4 (izquierda) y A2(dere
ha), 
ompensados 
on k−2 y k−2,5 respe
tivamente. Como guía introdu
i-mos una re
ta horizontal para identi�
ar el intervalo donde el rango es iner
ial.El número de onda del forzado se identi�
a mediante una �e
ha verti
al bajo elespe
tro.
κ = 0,77± 0,03, κ = 0,82± 0,02 para forzados TG y ABC respe
tivamente,los 
uales están dentro de las barras de error y en buen a
uerdo 
on los valoreshallados en este trabajo. Esto nos sirve de 
orrobora
ión de que el métodode 
ál
ulo de la fun
ión de parti
ión χ es 
on�able.4.2. Simula
iones 
on rota
iónEn esta se

ión analizamos �ujos turbulentos homogeneos 
on rota
ión;nos 
entramos primero en dos simula
iones 
on número de Rossby Ro ≈ 0,1
on forzados TG y ABC. El he
ho de que haya rota
ión en el �ujo ha
e quese rompa la isotropía y esto genera que la 
as
ada de energía se 
omporte enforma diferente a 
uando no hay rota
ión presente. Como vimos en la se

ión2.3 el �ujo turbulento en un sistema rotante tiende a volverse bidimensionallo 
ual genera una 
as
ada inversa de energía, esto es, transferen
ia de energíade los k grandes ha
ia los mas 
hi
os. Sin embargo, al 
ontrario que en un�ujo 2D, no toda la energía inye
tada al sistema sigue la 
as
ada inversa. Unaparte importante de la energía inye
tada se trans�ere a es
alas mas pequeñasa taves de una 
as
ada dire
ta 
on espe
tro ∼ k−2.Este espe
tro es el resultado de la presen
ia de ondas en el �ujo rotante,que retrasan la 
as
ada dire
ta de energía, resultando en una pendiente masempinada que en el 
aso de turbulen
ia isótropa y homogenea. Además, lapendiente del espe
tro va a depender de que el �ujo sea o no heli
oidal, esde
ir, si analizamos simula
iones 
on forzado ABC o TG [49℄, siendo mas47
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Figura 4.7: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi-
a, para las 
omponentes del 
ampo de velo
idad vx (arriba izquierda), vy (arribadere
ha) y vz (abajo) de la simula
ión A2. Cada �gura tiene una linea re
ta indi-
ando la pendiente de la fun
ión para valores donde el rango es aproximadamenteiner
ial. El valor de la pendiente representa el exponente de 
an
ela
ión κ indi
adoen la parte superior de 
ada grá�
o. Notar que solo la 
omponente z es 
ompatible
on una ley de es
alas.
48
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Figura 4.8: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para las 
omponentes del 
ampo de vorti
idad ωx (arriba izquierda), ωy (arribadere
ha) y ωz (abajo) de la simula
ión T4. La linea re
ta indi
a la pendiente dela fun
ión para valores donde el rango es aproximadamente iner
ial. El valor de lapendiente representa el exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superiorde 
ada grá�
o.empinada en el primer 
aso.En la �gura 4.6 presentamos los espe
tros de energía E(k) en fun
ióndel número de onda k para �ujos 
on rota
ión. Al igual que los espe
tros deenergía de �ujos sin rota
ión, obtuvimos el rango iner
ial luego de 
ompensarel espe
tro por la ley de poten
ias que estos obede
en. Los espe
tros fueron
ompensados 
on k−2 y k−2,5 para las simula
iones T4 y A2 respe
tivamente[47℄.A partir de los espe
tros de energía E(k) de la �gura 4.6 identi�
amosel rango donde estos son aproximadamente iner
iales. Los intervalos queutilizamos 
orresponden a los números de onda (kmin, kmax) = (9, 26) y
(kmin, kmax) = (11, 31) para T4 y A2 respe
tivamente, o en términos de laes
ala espa
ial (xmin, xmax) = (0,24, 0,69) y (xmin, xmax) = (0,20, 0,57). Laextensión del rango iner
ial no varía notablemente entre las simula
iones 
ony sin rota
ión (aunque la ley de poten
ias 
ambia).49



Mostramos la fun
ión de parti
ión en fun
ión de la es
ala χ(l) de las
omponentes del 
ampo de velo
idad vx, vy y vz para la simula
ión A2 enla �gura 4.7. Los valores que obtuvimos del exponente de 
an
ela
ión sonrespe
tivamente κ = 0,09± 0,02, κ = 0,09± 0,04 y κ = 0,35± 0,04.Lo primero que observamos en la �gura 4.7 es que el exponente de 
an-
ela
ión κ para vx y para vy tienen el mismo valor, mientras que para vz elresultado dista de este valor. Además la 
omponente z del 
ampo muestra un
laro 
omportamiento de ley de es
ala, mientras que las demás 
omponentesno lo ha
en. Esto es algo que esperabamos, debido a que por el efe
to dela rota
ión los modos se dividen en modos lentos (aquellos 
on kz = 0), yen los modos rápidos, por lo 
ual es razonable obtener resultados distintospara la 
omponente paralela al eje de rota
ión. Por lo visto en la se

ión 2.3el efe
to de rota
ión sobre el �ujo ha
e que en el límite de Ro → 0 este se
omporte 
omo un �ujo en dos dimensiones para el 
ampo de velo
idad pro-mediado verti
al, provo
ando que las 
omponentes del 
ampo de velo
idadperpendi
ulares al eje de rota
ión sigan la e
ua
ión de Navier-Stokes en dosdimensiones [15℄. Mientras tanto, la velo
idad verti
al promediada a lo largode la dire

ión del eje de rota
ión satisfa
e la e
ua
ión de un es
alar pasivo,lo que signi�
a que tiene una dinámi
a independiente. Además, en el límitede número de Reynolds in�nito, es un invariante en el rango iner
ial, por loque esperamos que siga una ley de poten
ias en este rango. Esto no es lo quesu
ede 
on las 
omponentes del 
ampo de velo
idad vx y vy ya que justa-mente son 
omponentes de la velo
idad horizontal, e independientemente noson invariantes.Para la simula
ión T4 obtuvimos los siguientes valores del exponentede 
an
ela
ión para las 
omponentes del 
ampo de velo
idad vx, vy y vzrespe
tivamente: κ = 0,14± 0,02, κ = 0,15± 0,02 y κ = 0,7± 0,1. Se repitela 
ondu
ta de κ en vx y vy respe
to a vz men
ionada arriba.En la �gura 4.8 presentamos χ(l) para las 
omponentes del 
ampo devorti
idad ωx, ωy y ωz de la simula
ión T4, obteniendo los valores respe
tivosde κ = 1,0±0,1, κ = 1,0±0,1 y κ = 0,60±0,03. Observamos que nuevamenteel valor de κ para la 
omponente del 
ampo de vorti
idad ωz di�ere de losvalores de κ para ωx y ωy; esto se debe probablemente a la misma razónque en el 
ampo de velo
idades: la e
ua
ión que rige el movimiento de ωzpromediada en la dire

ión verti
al es la misma que satisfa
e vz promediadaen la dire

ión verti
al, es de
ir, la e
ua
ión de un es
alar pasívo (para masdetalles ver [15℄). Las 
omponentes horizontales no son independientes y porlo tanto individualmente no satisfa
en ne
esariamente una ley de poten
ias.Para la simula
ión A2 en
ontramos los valores del exponente de 
an-
ela
ión κ = 0,8 ± 0,1, κ = 0,8 ± 0,1 y κ = 0,36 ± 0,04 de las 
omponentesdel 
ampo de voti
idad ωx, ωy y ωz respe
tivamente.50
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Figura 4.9: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para la heli
idad H de las simula
iones T4 (arriba) y A2 (abajo). En 
ada grá�
ola linea re
ta indi
a la pendiente de la fun
ión para valores donde el rango esaproximadamente iner
ial. El valor de la pendiente representa el exponente de
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
ada grá�
o.
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Figura 4.10: Espe
tros de energía 
ompensados de �ujos turbulentos 
on rota
iónen fun
ión del número de onda k en es
ala logarítmi
a, para las simula
iones A2(izquierda) y A3 (dere
ha). Como guia introdu
imos una re
ta horizontal paraidenti�
ar el intervalo donde el rango es iner
ial. El número de onda del forzado seidenti�
a mediante una �e
ha verti
al bajo el espe
tro.Si nos 
on
entramos solo en la 
omponente verti
al de los 
ampos, que esla que muestra una ley de es
alas mas 
lara en χ(l), los valores en
ontradosdel exponente de 
an
ela
ión para vz y ωz son κ = 0,7±0,1 y κ = 0,60±0,03respe
tivamente para la simula
ión T4 y κ = 0,35±0,04 y κ = 0,36±0,04 parala simula
ión A2. En otras palabras, los valores del exponente de 
an
ela
ióndel 
ampo de velo
idad y de vorti
idad para la 
omponente z resultan igualesdentro de las barras de error para 
ada simula
ión; esto 
on�rma lo di
hoanteriormente, que la dinámi
a que satisfa
en la velo
idad y la vorti
idadpromediada en el eje verti
al es la misma. Aunque por el momento no esta-mos analizando estas magnitudes promediadas en el eje verti
al, la similitudes produ
to de la bidimensionaliza
ión del �ujo turbulento en un sistemarotante. Es interesante también ha
er notar que la heli
idad pare
e tener unefe
to importante en el valor de κ, lo que puede esperarse ya que la heli
idad
ambia la ley de es
alas que sigue el espe
tro de energía.Presentamos la fun
ión de parti
ión χ(l) para la heli
idad de las simula-
iones T4 y A2 en la �gura 4.9. Obtuvimos, luego de ha
er el ajuste linealsobre los valores que 
orresponden al rango iner
ial del espe
tro de energía
E(k), los exponentes de 
an
ela
ión κ = 0,7± 0,1 y κ = 0,35± 0,04 para lassimula
iones T4 y A2 respe
tivamente.Al igual que en las simula
iones de �ujos turbulentos isotrópos y homogé-neos, la heli
idad H es un invariante ideal de la e
ua
ión de Euler, es de
ir,de la e
ua
ión de Navier-Stokes sin vis
osidad. Como resultado, en el 
asovis
oso sufre una 
as
ada, y esto resulta en una ley de poten
ias en el rangoiner
ial de la fun
ión de parti
ión 
omo se observa en la �gura 4.9.52



De los distintos 
ampos analizados para 
al
ular el exponente de 
an-
ela
ión κ podemos de
ir que las 
omponentes horizontales de la velo
idad yde la vorti
idad no pare
en seguir una 
lara ley de poten
ias (ya sea porqueel rango de es
ala 
ompatible 
on este 
omportamiento es angosto, porque lafun
ión χ(l) presenta fuertes �u
tua
iones, o porque aún luego de ha
er unajuste en el rango angosto de es
alas se obtuvieron valores de κ pequeños).Esto indi
a que estas 
omponentes de los 
ampos no son singulares de signo.Por el 
ontrario, la 
omponente verti
al de la velo
idad y la vorti
idad en
onjunto 
on la heli
idad si mani�estan un 
omportamiento a
orde a una leyde poten
ias en el rango iner
ial.Por lo visto en la se

ión 3.2.1, podemos obtener informa
ión de la ge-ometría de las estru
turas 
orrela
ionadas de los 
ampos mediante un análisisgeométri
o y del valor del exponente de 
an
ela
ión. Además, ne
esitamosel exponente de Holder de la velo
idad que podemos 
al
ular a través de unanálisis dimensional, esto es E(k) ∼ k−α
∼

δv2

k
enton
es δv2 ∼ k−α+1

∼ lα−1;luego 
onsiderando invarianza de es
alas, obtenemos h = α−1
2
, donde h salede la rela
ión de la fun
ión de estru
tura de primer orden δv ∼ lh. Comoen el 
aso de un �ujo turbulento 
on rota
ión α = 2, enton
es h = 1/2. Ladimensión de las estru
turas resulta

D = d− 2(κ+ h), (4.1)donde D es la dimensión fra
tal y d la dimensión del sistema, en este 
aso
d = 3.La dimensión fra
tal de las estru
turas en
ontradas es D = 0,6 ± 0,2,
D = 0,80 ± 0,06 y D = 0,6 ± 0,2 para vz, ωz y H respe
tivamente, para lasimula
ión T4, y D = 0,80 ± 0,08, D = 0,7 ± 0,1 y D = 0,80 ± 0,08 para
vz, ωz y H respe
tivamente, para la simula
ión A2. Estos valores, 
er
anos auno, son 
ompatibles 
on estru
turas 
on forma de 
olumna.4.3. Dependen
ia 
on el número de Reynolds4.3.1. Simula
iones 
on heli
idadEn esta se

ión mostramos 
omo la resolu
ión espa
ial de las simula-
iones, y el número de Reynolds, modi�
a los valores de las magnitudes quese 
al
ulan.En la �gura 4.10 mostramos el espe
tro de energía E(k) para resolu
ioneslineales de N = 512 y N = 1536 puntos de grilla para �ujos turbulentos 
onrota
ión 
orrespondientes a las simula
iones A2 y A3 respe
tivamente. Lassimula
iones tienen número de Reynolds 
re
iente.53
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Figura 4.11: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para vz de las simula
iones A2 (arriba) y A3 (abajo). Cada grá�
o 
ontiene unalinea re
ta indi
ando la pendiente de la fun
ión para valores donde el rango es
ompatible 
on 
omportamiento iner
ial. El valor de la pendiente representa elexponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
ada grá�
o.
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Figura 4.12: Espe
tros de energía 
ompensados de �ujos turbulentos 
on rota
iónen fun
ión del número de onda k en es
ala logarítmi
a, para las simula
iones T1(izquierda) y T4 (dere
ha). Como guia introdu
imos una re
ta horizontal paraidenti�
ar el intervalo donde el rango es iner
ial. El número de onda del forzado seidenti�
a mediante una �e
ha verti
al bajo el espe
tro.Podemos ver en la �gura 4.10 que los rangos en el 
ual el espe
trode energía es 
ompatible 
on un rango iner
ial aumentan en fun
ión delnúmero de Reynolds. Los valores obtenidos para las simula
iones A2 y A3 son
(kmin, kmax) = (11, 31) y (kmin, kmax) = (14, 45) respe
tivamente, que 
orre-sponden a los valores (xmin, xmax) = (0,20, 0,57) y (xmin, xmax) = (0,13, 0,44).La varia
ión en las es
alas espa
iales grandes está rela
ionada 
on el me
anís-mo forzante de la simula
ión, en parti
ular 
on el número de onda del forzante
kf , mientras que la amplia
ión del rango iner
ial en los valores pequeños dela es
ala espa
ial está aso
iada al he
ho de que el aumento de la resolu
iónespa
ial de las simula
iones permite aumentar el número de Reynolds.Observamos en la �gura 4.11 la fun
ión de parti
ión χ(l) de la 
omponente
z del 
ampo de velo
idad de las simula
iones A2 y A3, donde obtuvimos losvalores del exponente de 
an
ela
ión κ = 0,35 ± 0,04 y κ = 0,31 ± 0,03respe
tivamente.Los valores del exponente de 
an
ela
ión de las simula
iones en la �gura4.11 son 
onsistentes debido a que estos 
oin
iden dentro de las barras deerror, y el aumento de resolu
ión redu
e el error en la estima
ión del valordel exponente de 
an
ela
ión.4.3.2. Simula
iones sin heli
idadEn esta se

ión 
omparamos, al igual que en la se

ión anterior, dos sim-ula
iones 
on distintas resolu
iones espa
iales N = 256 y N = 512, ambas
on rota
ión y 
on forzado TG, es de
ir, sin inye

ión de heli
idad neta.55
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Figura 4.13: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para vz de las simula
iones T1 (izquierda) y T4 (dere
ha). Cada grá�
o 
ontieneuna linea re
ta indi
ando la pendiente de la fun
ión para valores donde el rangoes 
ompatible 
on 
omportamiento iner
ial. El valor de la pendiente representa elexponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
ada grá�
o.
En la �gura 4.12 mostramos el espe
tro de energía E(k) de las simula-
iones T1 y T4. Las simula
iones tienen número de Reynolds 
re
iente.Notemos en la �gura 4.12 que los rangos en el 
ual el espe
tro de en-ergía es 
ompatible 
on un rango iner
ial se amplía ha
ia las es
alas maspequeñas en fun
ión del número de Reynolds, al igual que en el 
aso de lassimula
iones 
on heli
idad. Los valores obtenidos para las simula
iones T1y T4 son (kmin, kmax) = (6, 16) y (kmin, kmax) = (10, 31) respe
tivamente,que 
orresponden a los valores (xmin, xmax) = (0, 39, 1, 04) y (xmin, xmax) =

(0, 20, 0,62)Presentamos en la �gura 4.13 la fun
ión de parti
ión χ(l) de la 
ompo-nente z del 
ampo de velo
idad de las simula
iones T1 y T4, donde obtuvi-mos los valores del exponente de 
an
ela
ión respe
tivamente κ = 0,6 ± 0,2y κ = 0,7 ± 0,1. Nuevamente las simula
iones muestran que el exponentede 
an
ela
ión es el mismo, dentro de las barras de error, y el aumento deresolu
ión redu
e el error en la estima
ión del valor de κ.Es importante desta
ar que la simula
ión T1 
on resolu
ión de N = 256puntos de grilla fue utilizada también para 
orroborar el método de 
ál
ulode la fun
ión de parti
ión del 
ódigo paralelo a través de la 
ompara
ión
on resultados provenientes de un 
ódigo serial desarrollado ini
ialmente enMatlab. 56
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Figura 4.14: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para vz (izquierda) y para la 
omponente z de la velo
idad promediada en el ejeverti
al (dere
ha), de las simula
iones T4 (arriba), A2 (medio) y A3 (abajo). Cadagrá�
o ilustra una linea re
ta indi
ando la pendiente de la fun
ión para valoresdonde el rango es iner
ial. El valor de la pendiente representa el exponente de
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
ada grá�
o.
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Figura 4.15: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para ωz (izquierda) y para la 
omponente z de la vorti
idad promediada en eleje verti
al (dere
ha), de las simula
ión A2. Cada grá�
o ilustra una linea re
taindi
ando la pendiente de la fun
ión para valores donde el rango es iner
ial. Elvalor de la pendiente representa el exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la partesuperior de 
ada grá�
o.4.4. Promedios verti
alesLos resultados presentados hasta ahora indi
an que vz y ωz son singularesde signo en �ujos turbulentos rotantes, 
on las mismas leyes de es
ala yexponentes de 
an
ela
ión. Esto es 
ompatible 
on las teorías que predi
enque en el límite de número de Rossby tendiendo a 
ero ambas 
antidadessatisfa
en la misma e
ua
ión dinámi
a, que 
orresponde a la e
ua
ión deles
alar pasivo en dos dimensiones. Sin embargo, estas teorías son para elpromedio verti
al de los 
ampos, mientras que nosotros trabajamos 
on los
ampos en todo el volumen.Para ser 
onsistentes en la 
ompara
ión deberíamos 
al
ular el exponentede 
an
ela
ión sobre magnitudes promediadas verti
almente. Por ese motivo,en esta se

ión mostramos resultados del exponente de 
an
ela
ión κ al ser
al
ulado a partir de 
ampos promediados en la dire

ión paralela al eje derota
ión ẑ.En la �gura 4.14 mostramos χ(l) para el 
ampo vz de las simula
ionesT4, A2 y A3 (izquierda) y χ(l) 
al
ulado a partir del 
ampo vz de las sim-ula
iones T4, A2 y A3 (dere
ha), donde vz representa el promedio en ladire

ión verti
al (paralela al eje de rota
ión) de la 
omponente z del 
ampode velo
idad.Los valores obtenidos del exponente de 
an
ela
ión que se muestran en la�gura 4.14 son κ = 0,7±0,1 para vz y vz de la simula
ión T4, κ = 0,35±0,04y κ = 0,31 ± 0,07 respe
tivamente para vz y vz de la simula
ión A2, y κ =58
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Figura 4.16: Fun
ión de parti
ión χ en fun
ión de la es
ala l en es
ala logarítmi
a,para H (izquierda) y H promediada en el eje verti
al (dere
ha), de las simula
ionesT4 (arriba), A2 (abajo). Cada grá�
o ilustra una linea re
ta indi
ando la pendientede la fun
ión para valores donde el rango es iner
ial. El valor de la pendienterepresenta el exponente de 
an
ela
ión κ indi
ado en la parte superior de 
adagrá�
o.
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0,31±0,03 y κ = 0,25±0,06 para vz y vz de la simula
ión A3. Observamos quepara todas las simula
iones el valor del exponente de 
an
ela
ión κ 
oin
idedentro de las barras de error para vz y para vz. Al haber rota
ión, el �ujo sevuelve fuertemente anisótropo, de manera que el 
ampo sin promediar tieneun 
omportamiento similar al 
ampo promediado en ẑ.Presentamos en la �gura 4.15 χ(l) para el 
ampo de vorti
idad ωz en lasimula
ión A2 (izquierda) y χ(l) para el 
ampo ωz, donde ωz representa elpromedio en la dire

ión verti
al (paralela al eje de rota
ión) de la 
ompo-nente z del 
ampo de vorti
idad. Los valores del exponente de 
an
ela
iónresultantes son κ = 0,36± 0,04 y κ = 0,30± 0,07 para ωz y ωz.Finalmente, en la �gura 4.16 mostramos χ(l) para el 
ampo H de lassimula
iones T4 y A2, y χ(l) para H de las mismas simula
iones, 
on H elpromedio en la dire

ión verti
al (paralela al eje de rota
ión) de la heli
idad.Los exponentes de 
an
ela
ión de la heli
idad son κ = 0,7± 0,1 para H y Hde la simula
ión T4, y κ = 0,35± 0,04 para H y κ = 0,22± 0,06 para H dela simula
ión A2.Al analizar los resultados obtenidos para el exponente de 
an
ela
ión enlas simula
iones de �ujo turbulento 
on rota
ión, vale la pena remar
ar queobtenemos el mismo valor de κ para los 
ampos vz, ωz y H , y para los 
ampospromediados a lo largo del eje de rota
ión z en todas las simula
iones. Estose debe a lo expli
ado anteriormente: al haber rota
ión, el �ujo sufre a unabidimensionaliza
ión, y mientras menor sea el número de Ro mayor será ela
uerdo de los resultados 
on los obtenidos para el 
ampo promediado en ladire

ión del eje de rota
ión.
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Capítulo 5Con
lusionesEn este trabajo 
al
ulamos el exponente de 
an
ela
ión para poder estu-diar la varia
ión en el signo de una magnitud en distintas es
alas a partir dedatos provenientes de simula
iones dire
tas de la e
ua
ión de Navier-Stokesy de la e
ua
ión de 
onserva
ión de momento en un sistema rotante, para unvolumen (2π)3 
on 
ondi
iones de 
ontorno periódi
as. Se utilizaron simula-
iones de �ujos ex
itados 
on dos tipos de me
anismos forzantes distintos;estos son: forzado de Arnold-Beltrami-Childress (ABC) y de Taylor-Green(TG). Analizamos simula
iones 
on 512 y 1536 puntos lineales de grilla, 
onnúmeros de Reynolds entre 1100 y 5100. Las simula
iones 
on rota
ión tienennúmero de Rossby entre ≈ 0,06 y 10.Cal
ulamos el exponente de 
an
ela
ión para las 
omponentes 
artesianasdel 
ampo de velo
idad y de vorti
idad, y para la heli
idad. Para 
al
ularel exponente de 
an
ela
ión desarrollamos un 
ódigo paralelo permitiendo elanálisis de simula
iones numéri
as dire
tas mediante un 
luster 
on memoriadistribuida. El número de pro
esadores utilizdo para el análisis varió entre
24 y 96.Para las simula
iones 
on rota
ión nula o despre
iable en
ontramos queel exponente de 
an
ela
ión κ para las 
omponentes 
artesianas x, y, y z dela velo
idad es similar en sus tres 
omponentes. El rango de es
alas en el
ual existe una 
lara ley de poten
ias para la fun
ión de parti
ión es 
onsid-erablemente menor que el rango en donde el espe
tro de energía es aproxi-madamente iner
ial, 
on lo 
ual no podemos a�rmar que las 
omponentes del
ampo de velo
idad son singulares de signo. Para el 
aso de las 
omponentesdel 
ampo de vorti
idad, al igual que la velo
idad, las tres 
omponentes sonsimilares y satisfa
en una ley de poten
ias en un rango menor que el rangoiner
ial de la energía, solo que en este 
aso una ley de poten
ias ajusta 
onmenor error a la fun
ión de parti
ión.En las simula
iones 
on rota
ión obtuvimos una diferen
ia apre
iable en61



el valor del exponente de 
an
ela
ión para las 
omponentes horizontales (per-pendi
ulares al eje de rota
ión) y la 
omponente verti
al (paralela al eje derota
ión) del 
ampo de velo
idad y vorti
idad. De he
ho, para el 
aso de las
omponentes horizontales no se en
ontró una 
lara ley de poten
ias en unrango lo su�
ientemente grande 
omo para poder a�rmar que existe una leyde es
ala sobre estas magnitudes, y en el 
aso parti
ular de las 
omponenteshorizontales de la velo
idad el valor del exponente de 
an
ela
ión en
ontradoes del orden de su error.La 
omponente verti
al de los 
ampos de velo
idad y vorti
idad para lassimula
iones 
on rota
ión muestra una 
lara ley de es
ala en la fun
ión departi
ión χ(l) en un rango de es
alas 
omparable al rango en que la energía esaproximadamente iner
ial. Además, los valores del exponente de 
an
ela
ióndel 
ampo de velo
idad y de vorti
idad para la 
omponente z resultan igualesdentro de las barras de error para 
ada simula
ión (distinguiendo las simu-la
iones 
on y sin heli
idad).Esto es 
ompatible 
on las teorías que predi
en que en el límite de númerode Rossby tendiendo a 
ero ambas 
antidades promediadas en la dire

ióndel eje de rota
ión satisfa
en la misma e
ua
ión dinámi
a, que 
orrespondea la del es
alar pasivo.La rota
ión afe
ta el �ujo de manera que en el límite de Ro → 0 la
omponente perpendi
ular al eje de rota
ión del 
ampo se 
omporta 
omoen un �ujo bidimensional, mientras que la velo
idad verti
al (dire

ión a lolargo del eje de rota
ión) satisfa
e la e
ua
ión de un es
alar pasivo, lo quesigni�
a que tiene una dinámi
a independiente a la 
omponente horizontal,y en el límite de número de Reynolds in�nito, su varianza es un invarianteen el rango iner
ial.Sin embargo, estas teorías son válidas para el promedio verti
al de los
ampos, por lo 
ual 
omparamos también el exponente de 
an
ela
ión delas 
omponentes verti
ales del 
ampo de velo
idad y vorti
idad 
al
uladosa partir del 
ampo promediado en la dire

ión verti
al, 
on la 
omponenteverti
al del 
ampo sin promediar. Los valores del exponente de 
an
ela
iónde la 
omponente verti
al del 
ampo de velo
idad y vorti
idad son, dentrodel error, los mismos si se 
al
ulan para el 
ampo tridimensional o para supromedio verti
al.Hallamos que la heli
idad se ajusta a una ley de poten
ias en todas lassimula
iones, variando en el rango de es
alas según la simula
ión. Lo 
ual es
ompatible 
on que la heli
idad se 
onserva en el rango donde la energía esiner
ial y en el límite de Re in�nito es un invariante en di
ho intervalo.Finalmente, obtuvimos informa
ión de la geometría de las estru
turas
orrela
ionadas de los 
ampos en los 
uales existe una ley de es
alas, medi-ante un análisis geométri
o, y usando el valor del exponente de 
an
ela
ión62



y del exponente de Holder de la velo
idad. En
ontramos en varios 
asos val-ores 
er
anos a uno para la dimensión fra
tal de las estru
turas, lo 
ual es
ompatible 
on estru
turas 
on forma de 
olumna.El uso del exponente de 
an
ela
ión resulta una herramienta útil paraidenti�
ar 
omportamientos en un �ujo turbulento que serían di�
iles deobtener estudiando solamente las leyes de es
ala seguidas por los espe
tros olas fun
iones de 
orrela
ión y de estru
tura. Para ahondar en el entendimien-to del 
omportamiento en los 
ambios brus
os de signo de los 
ampos develo
idad y vorti
idad en 
onjunto 
on la heli
idad en �ujos turbulentos 
onrota
ión, entendemos ne
esario el estudio sobre simula
iones 
on mayor 
an-tidad de puntos de grilla y mayor número de Reynolds, de manera de poderdes
ribir en forma mas 
ompleta los 
ampos, identi�
ar 
omportamientosasintóti
os, y a
er
arnos más al límite de Reynolds in�nito.
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